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In Osetdrukanlagen wird neben der Drukfarbe eine im wesentlihen aus Wasser
bestehende Fl

ussigkeit, sogenanntes Feuhtwasser , auf das Papier

ubertragen. Diese
Feuhtigkeit verbleibt niht an der Ober

ahe des Bedrukstoes, sondern dringt un-
ter der Wirkung von Kapillarkr

aften in den Kernbereih der por

osen Struktur ein. Der
zeitlihe Verlauf dieses kapillaren Transportvorganges

ubt insofern einen entsheiden-
den Einu auf die Drukqualit

at aus, als eine shnelle Entfeuhtung der Ober

ahen-




andige Farbannahme beim sukzessiven mehrfar-









ur die Gesamtstruktur mageblihen Deformationsverhaltens von der Geshwin-




uber den Quershnitt verteilt.
Bisherige Untersuhungen zum Absorptionsverhalten von Drukpapieren gehen zum
Groteil von experimentellen Methoden aus, welhe entweder einer konsistenten theo-





uhren, oder aber hinsihtlih ihrer Kontrollierbarkeit Unzul

anglihkeiten auf-
weisen. Was theoretishe Ans

atze betrit, so wird bislang auf sehr einfahe verfah-
renstehnishe Modelle zur






uksihtigen. Diese aber besitzen insofern einen wesentlihen Ein-
u auf den kapillaren Fl

ussigkeitstransport, als Streuungen der Porengr

oe zu einer
Divergenz des anfangs in einem ober





In dieser Arbeit wird ein Modell zur Beshreibung der kapillaren Fl

ussigkeitsaufnahme
von Papier vorgeshlagen, dessen Homogenisierungsgrad einerseits den wesentlihen
Ein

ussen des Porenraumes auf das Transportverhalten Rehnung tr

agt, andererseits
Einzelheiten nur soweit einbezieht, als sie sih einer Identikation ershlieen und
praxisrelevant sind. Zu dem letztgenannten Aspekt wird im Kapitel 2 Stellung ge-








2 KAPITEL 1. Einleitung
Die im Kapitel 3 diskutierten uidmehanishen Zusammenh

ange bilden den Aus-
gangspunkt f

ur Betrahtungen an Strukturmodellen und begr

unden den im Kapitel 4
vorgestellten, auf einer mishungstheoretishen Axiomatik beruhenden Ansatz. Die-
ser weist sih durh eine struktur

ubergreifende Beshreibung aus, welhe a priori von
einer Vernahl

assigung geometrisher Einzelheiten des Porenraumes ausgeht, um de-
ren Einu auf das Transportverhalten lediglih im Mittel in Form makroskopisher
KoeÆzienten bzw. konstitutiver Beziehungen zu ber

uksihtigen.
Was letztere betrit, so werden diese auf der Grundlage von Porengr

oenverteilungs-





atze hierzu nden sih auf den Gebieten der Hydrologie sowie der Pe-
trologie. Diese auf Porenraummodellen beruhenden Ans

atze werden im Kapitel 5 hin-
sihtlih ihrer Eignung in Bezug auf den vorliegenden Fall diskutiert. Wenn hier bewut
von einer Absh

atzung die Rede ist, so sei damit bereits auf die subsidi

are Funktion
obengenannter Modelle hingewiesen: Experimente, welhe die wesentlihen Transport-
mehanismen ansprehen, und deren integrale Megr

oen dem Homogenisierungsgrad
der Kontinuumsbeshreibung entsprehen, bleiben letztendlih unverzihtbar.
Abshlieend werden im Kapitel 6 numerishe Berehnungen vorgestellt. Um das








Kapitel 2 beshriebenen Anfangs-Randwert-Problems eignet sih das kommerzielle
FE-Programm MARC, dessen Heat-Transfer-Tool mit der mishungstheoretish be-
gr

undeten Transportgleihung, wie sie sih nah Kapitel 4 ergibt, zu operieren ver-
mag.
Eine Liste der verwendeten Formelzeihen wird dem Literaturverzeihnis vorange-
stellt. Da diese Arbeit Beitr






sih { zugunsten einer Verwendung etablierter Bezeihnungen { niht ganz vermeiden,
vershiedene Gr

oen mit dem gleihen Symbol darzustellen. Dies betrit insbesonde-
re diejenigen Feldgr

oen, die sowohl auf der Betrahtungsebene der fundamentalen
Fluidmehanik als auh im Zusammenhang mit der

ubergeordneten mishungstheo-
retishen Beshreibung auftreten, und sih somit auf vershiedene Mittelungsaxiome
gr










Papier stellt insofern ein ideales Bedrukmaterial dar, als dessen Rohsto in ausrei-
hender Menge zur Verf

ugung steht, die Herstellung g

unstig ist, die Substanz wieder-
verwertet werden kann, und es als eine feine Struktur miteinander vernetzter Fasern in
der Lage ist, in kurzer Zeit Fl

ussigkeit aufzunehmen. Die letztgenannte Eigenshaft ist
f

ur Osetdrukverfahren von besonderer Bedeutung, und zwar in zweifaher Hinsiht:
1. Einerseits bildet sie die Voraussetzung f

ur das sogenannte Wegshlagen der
Drukfarbe. Hierunter versteht der Druktehniker das Aufsaugen der niedrigvis-
kosen Anteile der Farbe. Je shneller diese 

ussigen Anteile von der Ober

ahe
des Bedrukstoes in dessen Kernzone eindringen, desto eher bildet sih ein resis-




2. Ferner ist eine shnelle Fl

ussigkeitsaufnahme beim sukzessiven mehrfarbigen
Bedruken anzustreben: Bei Osetdrukverfahren beruht die Separation der
bildf

uhrenden von den bildfreien Partien auf der Verwendung eines sogenannten
Feuhtmittels, welhes im wesentlihen aus Wasser besteht und daher mitunter





ussigkeit verhindert deren Einf

arbung. Beim Mehrfarbendruk pas-
siert der Bedruksto naheinander mehrere Drukwerke, die jeweils die Bild-
punkte einer Farbe

ubertragen. Hierbei treen Bildstellen, welhe im zweiten
oder in einem nahfolgenden Drukvorgang aufgetragen werden, auf zuvor ge-
feuhtete Nihtbildstellen. Eine Farbannahme kann nur dann erfolgen, wenn





d.h., von der Ober

ahe in die Kernzone eingedrungen ist. Der Wunsh, shnell
zu produzieren, bedingt kurze Durhlaufzeiten. Mithin stehen dem Feuhtmittel
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nur Bruhteile einer Sekunde zur Verf

ugung, um in den Kernbereih zu eilen,




ur die Drukfarbe freizugeben. Gelingt dies niht
shnell genug, bleiben also






uhrt dies zu einer unvollst

andigen Farbannahme [125, 138℄.
Das Bestreben, das Wegshlagen sowohl der Drukfarbe als auh des Feuhtmittels
zu optimieren, hat zahlreihe Untersuhungen angeregt (s. z.B. [37, 39, 44, 110, 138℄).
Neben der Zusammensetzung der Drukfarbe sowie den Eigenshaften des Feuhtmit-
tels spielt die Struktur des Bedrukmaterials hierbei eine entsheidende Rolle. Was
letztere betrit, so sind gegenl

auge Kriterien aufeinander abzustimmen: Einerseits
beg

unstigt eine grobe Struktur eine shnelle Fl

ussigkeitsaufnahme. Andererseits be-
steht die Voraussetzung f






ahe des Materials. Dar

uber hinaus ist dem Aspekt der Herstel-
lungskosten Rehnung zu tragen.
Unerfreuliherweise werden gerade die erw

unshten Absorptionseigenshaften von Pa-












at man ihr nur gen

ugend Zeit dazu, in die Fasern selbst vor. Dadurh kommt
es zu einer Ver

anderung des Materials, welhe einerseits in einem Quellen der Fasern
besteht, andererseits die In-Plane-Steigkeit der Struktur als Ganzes betrit [107℄.
Beide Eekte f

uhren zu bislang niht prognostizierbaren Dimensions

anderungen der
beim Durhlaufen der Drukwerke auf Zug beanspruhten Papierbahn. Oft gelingt es
niht, solhe In-Plane-Verformungen durh die Regelung bestimmter Mashinenein-





ubertragung und namentlih sogenannte Passerfehler { dies
sind Abweihungen vom lagegenauen

Ubereinanderdruken homologer Punkte beim
Mehrfarbendruk { in Ersheinung.
Beim Rollenosetdruk ndet die

Ubertragung des Drukbildes in der Kontaktzone
zwishen Drukzylinder { als solhen bezeihnet man den rotierenden Tr

ager des Be-
drukstoes { und dem drukenden Gummituhzylinder statt. Diese als Drukspalt
bezeihnete

Ubertragungszone besitzt { je nah dem Deformationsgrad des mit Farbe
und Feuhtmittel benetzten Gummituhes { eine L

ange von 5:::10 mm [85, 125℄. Geht
man von einer Umfangsgeshwindigkeit des Drukzylinders von 2:::5 m=s aus, so er-
gibt sih f

ur die Zeit, in der ein materieller Punkt des Bedrukstoes den Drukspalt
eines Drukwerkes passiert { in der es also zur Feuhtigkeitseinwirkung an einem re-
pr

asentativen Quershnitt kommt, ein Wert in der Gr

oenordnung von wenigen 10
 3
Sekunden. Vor dem Hintergrund von Untersuhungen zur Papierbeanspruhung im
Drukspalt spielt die Frage, ob w

ahrend dieser Zeit weniger Millisekunden bereits mit
Ver

anderungen des Bedrukmaterials infolge einer Feuhtmittelaufnahme zu rehnen
ist, eine entsheidende Rolle [74, 85, 86℄.
2.1. Hintergrund 5
a)
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                
b)
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                






Out-Of-Plane-Struktur (Aufnahme der Fl

ahe eines normal zur Blatt-
ebene am gefrorenen Material angefertigten Shnittes. Im oberen Be-
reih des Bildes ist ein Teil der Ober

ahe sihtbar.)
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Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe eines geeigneten ph

anomenologishen Ansatzes zu
einer Beshreibung des kapillaren Fl

ussigkeitstransportes in Papier zu gelangen, wel-
he es einerseits erm

ogliht, das Wegshlagen von Feuhtmittel bzw. 

ussiger Anteile
der Drukfarbe zu simulieren, andererseits eine Aussage dar

uber liefert, ob bereits
im Drukspalt { also innerhalb einer Zeitspanne weniger Millisekunden { mit feuh-
tigkeitsbedingten Dimensions

anderungen des Bedrukstoes zu rehnen ist. Was den
letztgenannten Aspekt betrit, so ist zu ber

uksihtigen, da es sih bei dem Material
Papier im Gegensatz zu den in der Theorie por

oser Medien vorwiegend betrahteten
granularen Strukturen um ein Fasernetzwerk handelt (s. Bild 2.1). Mithin wird das
Deformationsverhalten der Gesamtstruktur, und namentlih die druktehnish beson-
ders relevante In-Plane-Zugsteigkeit, von den Eigenshaften der Fasern sowie deren
Vernetzung bestimmt, w

ahrend man mehanishen Feststo-Fluid-Interaktionen kei-
nen mageblihen Einu zumit [107℄.
Die Mehrzahl der bisherigen Arbeiten zur Untersuhung der kapillaren Fl

ussigkeits-
aufnahme von Papier bezieht sih auf Experimente, welhe allerdings { soweit dem
Autor bekannt { gewisse Shw

ahen aufweisen: Die unzul

anglihe Kontrollierbarkeit
des nah wie vor verwendeten Standard-Testverfahrens nah Cobb [26℄ { hierauf wird
noh in 2.4 Bezug genommen { ist bereits in [15℄ kritisiert worden. Eine Reihe neue-
rer Verfahren beruht auf einer Abh

angigkeit des normal zur Blattebene gemessenen
elektrishen Widerstandes von der Menge eines in den Porenraum eingedrungenen lei-
tenden Fluides (s. hierzu z.B. [37, 66, 67, 83, 112℄). Wenngleih ein solhes Prinzip eine
hohe Megenauigkeit gew















ahigkeit, wie in 5.5.2 gezeigt
wird, von der speziellen Struktur des Porenraumes ab, so da die an vershiedenen





oen darstellen. Aus demselben Grunde ist ein unl

angst in [6℄
vorgestelltes Ultrashallmeverfahren zu kritisieren: Dieses nutzt die untershiedlihen
D







Was die bislang verwendeten theoretishen Ans

atze betrit, so ber

uksihtigen diese
den Einu der Porenraumgeometrie auf den Fl

ussigkeitstransport insofern in un-
zul






sih eine Reihe von Autoren (z.B. [37, 44, 65, 83, 96℄) auf ein vonWashburn [134℄ vor-
geshlagenes Modell, welhes sih auf dem Gebiet der Verfahrenstehnik zwar bew

ahrt
hat, bei einer heterogenen Struktur wie Papier jedoh fehlshl

agt, wie in dieser Ar-
beit gezeigt wird. Niht weniger zweifelhaft ersheint die z.B. in [11, 17, 65, 73, 143℄











2.2. Grundlegende Annahmen 7
Washburn-Modell, eine homogene Struktur voraussetzt. Genau darin aber liegt die
Unzul






ornigen Granulaten aus, w

ahrend es sih bei dem hier betrahteten Ma-
terial Papier um eine sehr heterogene Struktur handelt, so da breite Verteilungsspek-
tren in Bezug auf die Porengr

oe verzeihnet werden [31℄. Infolge solher Streuungen


















uber die innere Morphologie von Zellulosefa-





ose, genauer gesagt: mikropor






ussigkeitstransportes in die Fasern selbst, etwa in Form eines gekoppelt
zweiskaligen Ansatzes (s. z.B. [5℄), verzihtet. Vielmehr beshr

ankt sih die vorliegen-
de Arbeit auf die Beshreibung der Str

omung in den Makroporen, also in dem Gebiet
zwishen den einzelnen den Fasern. Eine solhe Entkopplung kann insoweit vertreten
werden, als die betrahteten Zeiten hinreihend klein bleiben: Aufgrund des erheb-
lihen Untershiedes zwishen den r

aumlihen Skalen, welhe die faserinterne bzw.
-externe Struktur kennzeihnen, wird der Einu einer Fl

ussigkeitsaufnahme der Fa-
sern auf den Makrotransport erst bei gr

oeren Zeiten zum Tragen kommen. Beshr

ankt
man die Betrahtung also auf sehr kleine Zeitspannen, so k

onnen ein Massetransfer
zwishen dem im (Makro-)Porenraum str

omenden Fluid und der Fasermatrix ebenso
wie eine Ver

anderung der Struktur infolge von Quelleekten vernahl

assigt werden.
Um zu einer Aussage dar

uber zu gelangen, ob bereits im Drukspalt feuhtigkeitsbe-
dingte

Anderungen des Deformationsverhaltens zu erwarten sind, wird von folgender
Annahme ausgegangen: Erst wenn der Fl

ussigkeitstransport in den Makroporen

uber
ein gewisses Ma hinaus fortgeshritten ist, d.h., erst wenn ein wesentliher Anteil
der inneren Ober






ahen, zu einer merklihen

Anderung des
In-Plane-Verhaltens der Struktur als Ganzes kommen. Bendet sih der Makrotrans-
port hingegen in einem fr






ahennahen Bereih expandiert ist, w












Da sih die weiteren Betrahtungen auf den Makrotransport, also eine Str

omung im
Gebiet zwishen den Fasern, beziehen, kann auf die Untersheidung zwishen Mikro-
und Makrostruktur verzihtet werden. Jene Skalenbezeihnungen bleiben den im Rah-
men dieser Arbeit noh einzuf

uhrenden Betrahtungsebenen vorbehalten (s. 2.3.2 ).
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Was die im Porenraum enthaltene Luft betrit, so verh

alt sih diese sowohl gegen

uber
dem Feuhtmittel als auh in Bezug auf die niedrigviskosen Anteile der Farbe nihtbe-
netzend (vgl. 3.2.3 ). An den Grenzen zwishen Fl

ussigkeit und Luft entstehen infolge
von Mikrogravitationseekten Drukdierenzen, sogenannte Kapillardr











omung der Luft ist insofern zu reht-
fertigen, als einerseits der von der Fl

ussigkeit eingenommene Anteil des Gesamtporen-
raumes klein ist (s.u.). Andererseits spriht nihts dagegen, von einer unblokierten
Verdr






altnisse vorausgesetzt, so da temperaturbedingte Dihte

ande-
rungen niht zu ber

uksihtigen sind.
Wenn sih die in dieser Arbeit vorgenommenen Berehnungen auf das im wesentlihen







Ubertragung auf andere Fluide, so auf 

ussige Anteile der Druk-
farbe, ist durhaus zul

assig, sofern sih diese wie NEWTONshe Fluide verhalten (s.














uber die genaue Menge des an einem Rasterpunkt der
Papierober

ahe aufgebrahten Feuhtmittels treen [39, 110℄. Indessen ist die

uber
eine hinreihend groe Bedruk

ahe gemittelte Feuhtwasseraufnahme metehnish
erfabar. Nah [50℄ wird pro Drukwerk, abh

angig von den speziellen Einstellungen,







ukers [110℄ ermitteln diesbez

uglih Werte im Bereih 0,2:::0,5 g=m
2
, wobei
hier allerdings Verdunstungseekte unber

uksihtigt bleiben. Die Annahme, da das
Feuhtmittel unmittelbar nah der durh mehanishen Anpredruk erzwungenen Pe-









Papiers konzentriert ist, liefert den imBild 2.2 a dargestellten Anfangszustand. Dieser
Zustand ist instabil , denn es wirken Makrogravitations- sowie Kapillarkr

afte. Letztere
sind, wie in 2.4 gezeigt wird, mageblih f

ur den Antrieb und bewirken eine Bewegung
der Fl

ussigkeit von den gror

aumigen Bereihen des Porenraumes in Rihtung feinerer





ahen, und damit die Gesamtenergie des Systems, mini-
mal wird. Da Papier { wie in 2.1 bereits erw

ahnt { eine ausgesprohen inhomogene
Struktur aufweist und somit erheblihe Streuungen der Porengr

oe auftreten, kommt
es zu einer Au

osung der anfangs sharfen Fl

ussigkeitsfront (s. Bild 2.2 b): Im Laufe





uber den gesamten Quershnitt des Papiers.
2


























Anfangszustand: Konzentration der Fl

ussigkeit an der Ober

ahe
Beginn des Transportvorganges: Au

osung der anfangs sharfen Front
2.3 Homogenisierung
2.3.1 Begrie
Der Begri des por

osen Mediums, wie er im Kontext der Kontinuumsmehanik ver-
standen wird (s. z.B. [8, 38, 43℄), trit insofern auf das Material Papier zu, als dieses
eine por

ose Struktur aus einzelnen Fasern darstellt, deren Anordnung den an eine sta-
tistishe Verteilung zu stellenden Bedingungen gen

ugt. Damit ist eine grundlegende
Voraussetzung f





Oft wird der Begri des por

osen Mediums weiter gefat und bezieht sih dann auf ein
Mehrphasensystem, bestehend aus einer statistish verteilten Feststophase { oft auh
als Matrix oder Skelett bezeihnet { sowie mindestens einer den Porenraum ausf

ullen-
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den uiden Phase. In diesem Sinne bilden por

ose Medien eine spezielle Klasse der
Mehrphasenkontinua. Der Terminus Phase weist in diesem Zusammenhang

uber sei-
ne auf den Aggregatzustand bezogene Bedeutung hinaus und bezeihnet nah [102℄
einen Anteil eines Gemishes, der mittels physikalish untersheidbarer Eigenshaf-
ten, die im Rahmen der vorgenommenen Modellabstraktion relevant sind, gesondert
beshreibbar ist. Vor dem Hintergrund des Gibbsshen Grenz

ahenkonzeptes [49℄
(s. 3.2.2 ) steht jener Begri f

ur einen gewissen Bereih, an dessen Grenzen sih die
Zustandsgr

oen des Systems diskontinuierlih

andern.
Die hiesige Aufgabe l






Medien behandeln (s. hierzu z.B. [7, 42, 61℄). Dieses Gebiet bezieht sih bereits auf







hier die Fluidbewegung in einem komplex berandeten Gebiet den Gegenstand der
Betrahtung bildet, rihtet sih eine andere in der Theorie por

oser Medien behandelte
Fragestellung auf das Gesamtdeformationsverhalten uidgef

ullter Strukturen [38, 43℄.
Je nah der Anzahl der im Porenraum bendlihen niht mishbaren uiden Phasen
wird zwishen Ein- und Mehrphasenstr

omungen untershieden. Bei der hier betrah-
teten Fluidkombination aus Fl

ussigkeit und Luft handelt es sih um einen speziellen
Fall einer Mehrphasenstr







Eine weitere Eingrenzung des hiesigen Problems ergibt sih aus der Struktur der Fest-
stomatrix: In der Bodenmehanik werden vorwiegend diskret disperse Systeme be-
handelt, bei denen der statistish verteilte Feststoanteil in Form eines losen Verbun-
des einzelner Partikel vorliegt. Im Gegensatz zu diesen granularen Medien besteht das
Feststoskelett von Papier aus einem geshihteten Netzwerk miteinander gekoppel-
ter Fasern. Eine solhe Formation miteinander verbundener bzw. vernetzter Teilk

orper
wird nah [118℄ als kompakt disperses System bezeihnet.
2.3.2 Betrahtungsebenen
Bei der Beshreibung des Zusammenwirkens vershiedener Phasen im Rahmen einer
ph

anomenologishen Betrahtungsweise stellt sih zun

ahst die Frage nah dem Grad





1. Beshreibung auf mikroskopisher Ebene
Wird jede Phase P







getrennt auf dem von ihr eingenommenen Gebiet betrahtet,
so f

uhrt dies zu einer Beshreibung auf der Grundlage der Einphasenkontinuumsme-
hanik. Ein solher Ansatz kommt allerdings nur dann in Betraht, wenn die Beran-




ur diesen Ansatz mageblihe Betrahtungsebene, auf der die vershiedenen
Phasen diskret vorliegen, wird im folgenden, in Anlehnung an [7℄, als mikroskopishe
Ebene bezeihnet.




osen Mediums sind aus
der Perspektive dieser Ebene sowohl die geometrishen Einzelheiten des Porenrau-
mes als auh die Grenzen zwishen den uiden Teilk

orpern erkennbar. Sofern die
KNUDSEN-Zahl oberhalb eines gewissen kritishen Bereihes bleibt (s. 3.1.3 ), l

at








2. Beshreibung auf makroskopisher Ebene
Wird von vornherein von einer Mittelung

uber einen von Anteilen der vershiedenen
Phasen eingenommenen Kontrollraum V
0
ausgegangen, so gelangt man zu einer Be-
shreibung aus der Perspektive einer

ubergeordneten Skala. Ein solhes Upsaling ,
welhes eine Vernahl

assigung geometrisher Einzelheiten der Phasenzusammenset-
zung bedeutet, f

uhrt auf die aus der TRUESDELLshen Mishungstheorie [127℄ be-
kannte Axiomatik der aus vershiedenen Phasen zusammengesetzten, superponierten
Kontinua. Die auf dieser Axiomatik basierende Mehrphasenkontinuumstheorie (s. z.B.
[38, 43℄) stellt eine Erweiterung der Theorie der Einphasenkontinua dar: W

ahrend die
Einphasenkontinuumsmehanik auf einer Strukturgl

attung innerhalb der betrahteten









attung der diskreten Phasenverteilung aus. Diesem Ansatz














ubergeordneten Kontinuumsansatz mageblihen Skala { hier, an-











tinuum (overlapping ontinuum) beshrieben: Ein makroskopisher Beobahter nimmt
die untershiedlihen Phasen als sih

ubershneidend wahr. Mithin werden jedem
Raumpunkt x gleihzeitig Attribute der vershiedenen Konstituierenden zugeshrie-
ben. Diese physikalishen Attribute resultieren aus der Mittelung

uber das Volumen V
0
jenes obengenannten Kontrollraumes V
0
in der Umgebung von x, welher Anteile der
vershiedenen Phasen enth






oen dar, die den Feldvariablen der Einphasenbeshreibungen








tatives Elementarvolumen (REV) bezeihnet. Eine ortsfeste Einf

uhrung der Mitte-
lungsvolumina entspriht der Kinematik der uiden Partialk

orper insofern, als diese
einer ausgezeihneten Referenzlage entbehren und somit eine Beshreibung in der ak-









asentatives Elementarvolumen in der Umgebung eines Raumpunktes
tuellen Konguration nahelegen. Um einerseits eine Stetigkeit f

ur die Ortsfunktionen









Anderungen auf der Makroskala gereht zu werden, mu die Di-
mensionierung der Elementarvolumina gewissen eingrenzenden Forderungen gen

ugen,
die z.B. in [7, 8℄ ausf

uhrlih diskutiert werden.
Ob man die Mittelwertbildung

uber die Elementarvolumina de fato ausf

uhrt { sei es
auf der Grundlage einer mathematishen Mittelungstheorie oder

uber Betrahtungen
an einem Modellsystem, oder ob eine rein virtuelle Durhshnittsbildung vorausgesetzt
wird, um dann nur noh mit den gemittelten Gr

oen auf der Makroskala zu operieren,
ist in Bezug auf die formale Beshreibung letztendlih unerheblih. Vielmehr kommt
es darauf an, da die experimentelle Identikation der f

ur das makroskopishe System
mageblihen konstitutiven Beziehungen mit den Annahmen der Mittelwertbildung
korrespondiert, da also die mit einer Messung verbundene Integration dem Grad der












orper { als solhe m

ogen Formationen
verstanden werden, deren Entstehung durh stohastishe Faktoren bedingt ist (s.
hierzu z.B. [114℄) { eine

auerst komplexe Struktur. Gerade bei dem hier betrahteten
Material Papier liegt ein Porenraum vor, dessen Berandung weder im Detail bekannt











uber der im Porenraum ent-
haltenen Luft, denn diese wird ihrerseits durh die Geometrie der Feststoberandung




der mikroskopishen Ebene, also der Betrahtungsskala der Einphasenkontinuumsme-





are, die Porenraumgeometrie in einem bestimmten Bereih einer Pa-





keitstransport in diesem speziellen Bereih mittels einer numerishen Diskretisierung
des Feldproblems unter einem extremen Rehenaufwand zu simulieren, so w

are damit
der Praxis keineswegs gedient: Elektronenmikroskopishe Aufnahmen von Quershnit-
ten handels

ubliher Drukpapiere haben deutlih gezeigt, da die Faserstrukturen an
untershiedlihen Shnitt

ahen ein und desselben Papierbogens mitunter erheblihe
Untershiede aufweisen. Neben diesen Heterogenit

aten innerhalb eines Bogens treten
zus

atzlih herstellungsbedingte Streuungen der Vernetzungsstruktur bei vershiedenen
B

ogen derselben Papiersorte bzw. innerhalb einer Charge auf. Somit maht eine ex-
plizite Ber

uksihtigung lokaler Einzelheiten der Struktur unter druktehnishen Ge-
sihtspunkten keinen Sinn. Vielmehr ist ein Mittelungskonzept erforderlih, welhes zu
praktish verwertbaren Aussagen f






das Medium in angemessenen Grenzen h

alt.
Als geeigneter Rahmen f

ur ein solhes Konzept bietet sih der in 2.3.2 umrissene, auf
der Truesdellshen Axiomatik beruhende Kontinuumsansatz an, da dieser a priori
von einer Vernahl

assigung geometrisher Einzelheiten ausgeht. Nun stellt sih die








Anderungen auf der Makroskala,
seien diese nun strukturbedingt oder eine Folge

ortlih variierender Anfangs-
oder Randbedingungen, relevant sind.








Auf den erstgenannten Aspekt wurde bereits eingegangen: Einen Druktehniker wer-
den weniger lokale Einzelheiten als vielmehr Aussagen statistisher Art interessieren,
da er auf gewisse herstellungsbedingte Abweihungen innerhalb einer Papierbahn oder
eines -bogens bzw. innerhalb einer Charge kaum Einu nehmen kann. Was das zweite
Kriterium betrit, so sei daran erinnert, da die Menge des pro Drukwerk

ubertra-
genen Feuhtwassers { diese liefert die Anfangsbedingungen nah Bild 2.2 a { niht
punktuell, sondern eben nur als Mittelwert

uber eine groe Fl

ahe erfat werden kann.
Ebenso wird die Identikation makroskopisher Parameter, welhe im hiesigen Fall auf-
grund der geringen Blattdike ohnehin ein heikles Problem darstellt (s. Kapitel 5 ), nur
in integraler Form

uber einen ausgedehnten In-Plane-Bereih gelingen. Damit ist klar,
da nur eine 






at der Struktur ausgegangen. Mithin beshr

anken sih
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uber der Kernzone aufweisen.
Im Untershied zu den meisten granularen Medien zeihnet sih die Struktur von Pa-
pier durh ausgepr

agt anisotrope Eigenshaften aus. Was das Deformationsverhalten
betrit, so deuten in vershiedenen Rihtungen durhgef

uhrte In-Plane-Zugversuhe





aumlih orthotrop-elastishe Eigenshaften nah, wobei sih die Out-Of-
Plane-Rihtung in signikanter Weise als Hauptrihtung auszeihnet. Die Annahme,
da die Symmetrie des makroskopishen Bewegungsgesetzes (4.24) { diese manifestiert
sih in der Anzahl voneinander unabh

angiger Komponenten des Permeabilit

atstensors
K (s. 4.4 ) { mit der Rihtungsabh

angigkeit des Deformationsverhaltens korrespon-
diert, ist insofern zu rehtfertigen, als die makroskopishen Eigenshaften der Struk-
tur sowohl in Bezug auf Verformungen als auh im Hinblik auf Transportvorg

ange
durh die Anordnung und Vernetzung der Fasern bestimmt werden. Namentlih de-
ren bevorzugte In-Plane-Ausrihtung (vgl. Bild 2.1) spriht daf

ur, da es sih bei
der f

ur den hiesigen Transportvorgang mageblihen Out-Of-Plane-Rihtung um eine
Hauptrihtung von K handelt. Damit sowie unter Ber

uksihtigung der oben er

orter-
ten In-Plane-Homogenisierung, welhe sih gleihermaen auf die strukturbedingten
Eigenshaften wie auf die Anfangs- und Randbedingungen bezieht, kann von einer




Bei der Formulierung spezieller, d.h. vereinfahter Bewegungsgleihungen { gleih, ob
sih diese nun auf die mikroskopishe Ebene beziehen oder einem mishungstheoreti-
shen Ansatz gen


























Hierbei stehen v und l f






ahrend  bzw.  die kinematishe respektive dynamishe Viskosit

at des betrah-










ur die harakteristishe L

ange angesetzt wird (s.
z.B. [7, 42, 117℄). Was letzteren betrit, so liefert im hiesigen Fall die Literatur An-
haltswerte: Nah [31℄ kann bei Drukpapieren von dem Bereih d
p
= 0,2:::1,2 m
ausgegangen werden. Die folgenden Absh









ahrend die im Porenraum enthaltene Luft unber

uksihtigt bleibt. Diese hier getrof-
fene Einshr










angig von dem Bewe-
gungszustand des Gases beshreiben l

at.
Um a priori zu Aussagen

uber die mittlere Fluidgeshwindigkeit im Porenraum zu
gelangen, ist es notwendig, sih Klarheit

uber die antreibenden Kr

afte zu vershaen.
Unter den hier betrahteten Bedingungen nah Bild 2.2 treten keine von auen ein-
wirkenden Drukkr











assigbar. Nun liegt das Problem bei der Absh

atzung der
Geshwindigkeit darin, da diese weniger durh den Kapillardruk selbst { dieser l

at
sih bei bekanntem Porendurhmesser in guter N

aherung angeben (s.u.) { als viel-







ullter Bereihe ab. Deren untere Grenze ist insofern
shwer abzush

atzen, als die Str

omungspfade auf der mikroskopishen Ebene im allge-
meinen wesentlih l

anger als der dazu korrespondierende makroskopish durhmessene
Weg sind. Hiervon wird noh in 5.4 die Rede sein.
Eine alternative M

oglihkeit besteht darin, aus experimentell gewonnenen Ergebnissen
a posteriori auf die Gr

oenordnung von v zu shlieen. Als Referenz bieten sih hierzu
Meergebnisse an, wie sie der COBB-Test [26℄ liefert. Bei diesem nah DIN 53132





ur die Dauer einer festgelegten Zeit mit Wasser in Kontakt










agung bestimmt. Wenngleih die Rand- und Anfangsbedingungen bei einem solhen
Experiment nur bedingt kontrollierbar sind, m

ogen die so gewonnenen Ergebnisse, wie
sie z.B. in [14, 15, 37℄ dokumentiert werden, f

ur die hiesige Absh

atzung, bei der es ja
weniger um einen genauen Wert f






ugen. Daub et. al. [37℄ wenden das Verfahren nah Cobb auf ein weites Spektrum
vershiedener Papiere an. Die f












(3 s)  10:::140 m
3
. Bezieht man sih nunmehr
auf ein Modell in Transportrihtung parallel angeordneter Kreisrohre gleihen Quer-
shnitts (vgl. Seite 53, Bild 5.3), bei der die Fl












somit eine sharfe Front ergibt (s. Seite 89, Bild 6.15 b), so l


















(t) = A x
wn
(t) (2.2)
Hierbei bezeihnet  den Volumenanteil des Porenraumes nah (4.9) und A die von
Kapillarquershnitten gebildete Fl

ahe innerhalb von A. Das Verh

altnis der nah (2.2)






























Damit sowie mit l = d
p




































,  = 0,42 (vgl. 5.2 ),  = 0,998 kg=dm
3
sowie  = 1,002 mPa s { die beiden letztgenannten Werte beziehen sih auf Wasser
bei 21
Æ
C [135℄ { erh








1,002 mPa s  0,42  1 m
2
 3 s
= 1,328  10
 4














osen Medien wird diesbez

uglih von Re < 1:::10 ausgegan-
gen [7℄. Mit Re = 1,328  10
 4





mikroskopishen Ebene als eine shleihende Str

omung betrahtet werden (s. z.B.
[121, 126℄).
Es bleibt anzumerken, da sih die Absh

atzung von v gem

a (2.3) auf eine bestimmte
Eindringzeit t bezieht und niht als unabh

angig von dieser betrahtet werden darf:
Bei kleineren Zeitspannen ist insofern mit gr

oeren Geshwindigkeiten zu rehnen,
als die antreibenden Drukgradienten mit zunehmender Eindringtiefe sinken. Da kei-
ne Referenzwerte f














atzten Wert Re = 1,328  10
 4
liegt in der Gr

oenordnung von vier Zehnerpo-
tenzen, so da trotz jener Unw

agbarkeit davon ausgegangen werden kann, mit der
Annahme Re < 1 auf der siheren Seite zu liegen. Die wesentlihe Voraussetzung f

ur
die Beshreibung der Makrostr

omung auf der Grundlage des D'ARCY-Gesetzes (4.24)
ist mithin erf

ullt (vgl. 4.4 ).
Im folgenden gilt es, das Verh

altnis der antreibenden Kr

afte j  g j = jrp j zu un-
tersuhen (vgl. hierzu (4.24)). Mit  = 0,998 kg=dm
3
und g = 9,81 m=s
2
ergibt
sih die Shwerkraftdihte j  g j zu 0,00979 N=m
3
. Der antreibende Drukgradient
wird allein durh Kapillarkr

afte bestimmt (s.o.): jrp j  jrp

j. Geht man von ei-
ner kreiszylindrihen Berandungsgeometrie aus, so l

at sih der Kapillardruk nah
(3.20) absh

atzen. Hier soll nun eine untere Grenze von jrp







= 0,072 N=m (Ober

ahenspannung von Wasser bei 21
Æ
C [135℄), Æ = 0
Æ
(ideale





















2  0,072 N=m
0,6 m
= 0,24 MPa
Was die untere Grenze des Gradienten von p






ullten Bereihes auszugehen. Hier kann die Dike d des
Papieres als mageblihe L





















j = 2400 N=m
3
zur Shwer-
kraftdihte j  g j = 0,00979 N=m
3





tenzen. Mithin kann der Einu der Makrogravitation guten Gewissens vernahl

assigt
werden. Als mageblihe Kr















Auf der mikroskopishen Betrahtungsebene erfolgt die Beshreibung des Bewegungs-
zustandes einer einzelnen uiden Phase








omung { also die Geshwindigkeit







ur Masse, Impuls und Energie unter Einbeziehung einer thermodynami-
shen Zustandsgleihung bestimmen.
Da im Rahmen dieser Arbeit isotherme Verh

altnisse vorausgesetzt werden, kann auf
eine Ber

uksihtigung der Energiebilanz verzihtet werden. Aus noh zu benennenden
Gr






ge Beshreibung des Bewegungszustandes der Fl

ussigkeit (s. 4.7 ). Betrahtet man
lediglih die Fl

ussigkeit, so kann von einer inkompressiblen Str

omung ausgegangen
werden. Mit T = onst sowie  = onst er

ubrigt sih die Einbeziehung einer ther-
mishen Zustandsgleihung, so da der Druk p niht als thermodynamishe Gr

oe
aufzufassen ist, sondern eine fundamentale Feldvariable darstellt. Die zur Beshrei-
bung des Str








ur Masse und Impuls.
Die lokale Bilanz f






+ r  ( v) = 0 ; (3.1)




r  v = 0 (3.2)
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= r   + f ; (3.3)
die der lokalen Impulserhaltung Rehnung tr

agt, gelangt man durh die Einbeziehung
eines Stogesetzes zu einer materialspezishen Bewegungsgleihung. Das im wesent-
lihen aus Wasser bestehende Feuhtmittel kann als viskoses Fluid Newtonsher Art
betrahtet werden. Mithin wird ein linearer Zusammenhang zwishen viskosen Span-
nungen und Deformationsgeshwindigkeiten vorausgesetzt und das Stoverhalten nah
dem CAUCHY-POISSON-Gesetz beshrieben (s. hierzu z.B. [121, 126℄):
 =   p I + 2d (3.4)







uhrt (3.3) unter der Voraussetzung eines isother-
men Feldes mit =onst sowie unter Ber





= f   rp + v (3.5)





omungen Newtonsher Fluide auf
der mikroskopishen Ebene { also der f

ur die Einphasenkontinuumsmehanik mageb-







omungsberandungen als ein shwieriges Problem
erweist. Gleihwohl erlauben die hiesigen Bedingungen gewisse Vereinfahungen, und
zwar niht nur hinsihtlih des Stoverhaltens, wie dies bereits mit der Annahme der
Inkompressibilit

at in (3.2) sowie (3.5) ber

uksihtigt wurde, sondern auh in Bezug




atzung in 2.4 sind im hiesigen Fall sehr klei-
ne Reynolds-Zahlen zu erwarten, so da nah [56℄ mit Re < 1 der Tr

agheitsterm
Dv=Dt in (3.5) als klein gegen





rp   f = v (3.6)
Abgesehen von Gravitationskr

aften treten keine weiteren Volumenkr

afte auf ( f 





uber den antreibenden Kapillarkr

aften ( j  g j  jrp j ) vereinfaht sih das
STOKESshe Bewegungsgesetz (3.6) zu:
rp = v (3.7)




osung von (3.2)/(3.7) f

ur ein konkretes Problem setzt die Formulierung von
Randbedingungen voraus. Mithin gilt es, die Begrenzung des Str

omungsgebietes ma-
thematish zu beshreiben. F


















amtliher mikroskopisher Einzelheiten niht in Frage
kommt. Indessen enth

alt die Literatur zahlreihe Vorshl

age zur Approximation des
Porenraumes

uber idealisierende Modelle. Verbreitet sind insbesondere solhe Ans

atze,
die von einer Verkn

upfung gewisser elementarer Geometrien ausgehen, f

ur die eine ge-
shlossene L

osung von (3.2)/(3.7) existiert.
Was die Vielzahl der in der Literatur diskutierten Porenraummodelle betrit, so
lassen sih zwei Kategorien untersheiden: W

ahrend eine Reihe von Ans

atzen (z.B.
[40, 45, 55, 58, 64, 81, 115, 120℄) von einer idealisierten Form der Feststopartikel
ausgehen, bezieht sih eine zweite Klasse von Modellen (z.B. [9, 10, 92, 116, 141℄) auf
eine vereinfahte Geometrie des von der Matrix umshlossenen Gebietes { also des





atzen besteht in der Beshreibung der Fluidbewegung relativ zum Feststoske-
lett: Die auf einer idealisierten Partikelgeometrie beruhenden Ans

atze { hierbei wird
zumeist eine bestimmte Anordnung von Kugeln oder Zylindern vershiedener Gr

oe
vorausgesetzt { beshreiben die elementare Bewegung des Fluides relativ zur Matrix
in Form einer Umstr

omung eines einfahen K

orpers. Bezieht sih die Idealisierung
hingegen unmittelbar auf den Porenraum, so f

uhrt dies zu einer Beshreibung in Form
einer Durhstr

omung eines Gebietes mit einfaher Umrandung. Die auf einem An-
satz letzterer Art basierenden Modelle sollen hier in Anlehnung an [7, 117℄ unter dem





omungsmodelle vorwiegend im Kontext verfahrenstehnisher Frage-
stellungen { insbesondere in der Filtertehnik { diskutiert werden, kommt Kapillarmo-
dellen namentlih in der Hydrologie sowie der Petrologie insofern eine groe Bedeutung
zu, als sie { wie die Bezeihnung bereits andeutet { f

ur die Beshreibung kapillaren
Transportverhaltens in besonderem Mae geeignet sind: Um Fluidbewegungen im teil-
ges






ahen notwendig. Die Formulierung eines geshlossenen Zusammen-
hanges zwishen dem wirkenden Kapillardruk und den

uber porenraumgeometrishe
Parameter beshriebenen Orten von Grenz

ahen gelingt nur f

ur einfahe Umrandun-
gen { etwa in Form von Kreisrohren oder planparallelen Platten (vgl. 3.2.5). Indessen
ergeben sih bei Umstr

omungsmodellen im allgemeinen komplexe Randgeometrien, f

ur
die sih entsprehende Zusammenh

ange niht ohne weiteres herleiten lassen. Zwar exis-











[46, 98, 99℄). Allerdings beshr









aus solhen Modellen niht unmittelbar ableiten. Vor dem Hintergrund des hiesigen












atzen, die von einer idealisierten Partikelgeometrie ausgehen, als vorteilhaft.
3.1.3 Durhstr

omung einer kreiszylindrishen Kapillare
Sehr einfah und daher naheliegend ist die Idealisierung der Berandung eines gewissen
elementaren Teilgebietes des Porenraumes in Form eines kreiszylindrishen Rohres.
Die laminare Durhstr

omung einer solhen Kapillare K (s. Bild 3.1) zeihnet sih
durh eine besonders einfahe Kinematik aus, so da sih erheblihe Vereinfahungen
in der Bewegungsgleihung (3.7) ergeben, die eine geshlossene Integration erm

ogli-
hen: Ausgehend von zylindrishen Koordinaten l

at sih jene partielle Dierential-
gleihung unter Ber



















herweise von der Annahme ausgegangen, da die Fluidgeshwindigkeit relativ zur
Festk

orperwandung identish Null ist (No-Slip). Slip- bzw. Slip-Stik-Eekte, welhe





auftreten [79℄, sind bei den hier betrahteten Porendurhmessern von einigen hun-
dert Nanometern noh niht zu erwarten: Nah [7℄ beginnt jener kritishe Bereih bei
Kn  0,01.
1




































































































































Die nah [79℄ eingef










omungsmehanishen Fundamentalgleihungen zugrunde liegenden Annahmen bei kleinen
Dimensionen dar. Sie ist deniert als das Verh










ur welhe im allgemeinen der mittlere Porendurhmesser
angesetzt wird: Kn
def
=  = d
p
.
























so lassen sih aus der Symmetrie des Str

omungsfeldes folgende Vereinfahungen ab-
leiten: Mit der Annahme einer laminaren Fluidbewegung in x-Rihtung vershwin-









































































angt der Gradient dp=dx niht von der axialen Koordinate x ab, so























ergeben sih aus den Randbedingungen: Aus
der Forderung, da v
x
(%=0) endlih ist, folgt: C
1





















































































Ubliherweise wird die als HAGEN-POISEUILLE-Gesetz bekannte Gleihung (3.13)
ausgehend von den Bedingungen einer strengen Stationarit

at diskutiert (s. z.B. [121,
126℄), die nur dann gew

ahrleistet sind, wenn die Str

omung in hinreihender Entfer-
nung von der Einlaufstreke betrahtet wird { also ausgebildet ist. Damit gelten die
auf dem Vershwinden des Tr

agheitsterms beruhenden Vereinfahungen von (3.5) auh
im Falle h

oherer Reynolds-Zahlen, solange keine Turbulenz auftritt. Die hier getrof-
fene Annahme sehr kleiner Reynolds-Zahlen bedeutet insofern eine Abshw

ahung
dieser an eine strenge Stationarit

at zu stellenden Bedingungen, als der Tr

agheitsterm
Dv=Dt niht als identish Null, sondern lediglih als hinreihend klein gegen

uber
dem Reibungsterm v vorausgesetzt wird. Unter dieser Annahme gelten (3.13) so-




=t 6=0 [57℄. Da Einlaufeekte bei shleihenden Str

omungen





Form zu sehen. Absh
















In 3.1 wurde zun

ahst vorausgesetzt, da das betrahtete Gebiet des Porenraumes
vollst





ullt wird. Im teilges

attigten Zustand kommt






















omungsberandung kommt niht in Frage: Allein die Berehnung
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der sih unter statishen Bedingungen ausbildenden Form einer Grenz

ahe ist, ab-
gesehen von sehr einfahen Berandungsgeometrien { so bei Kreisrohren oder ebenen
Spalten, auf analytishem Wege niht m

oglih [97, 98℄. Um auf mikroskopisher Ebene
der Anwesenheit von Grenz

ahen und der Wirkung von Kapillardr

uken Rehnung
zu tragen, sind deshalb vereinfahende Annahmen bez

uglih der Porenraumgeometrie
noh weniger verzihtbar, als dies shon zur mikroskaligen Beshreibung von Einpha-
senstr

omungen der Fall ist. So beziehen sih die Modellbetrahtungen im Kapitel 5
auf Anordnungen kreiszylindrisher Kapillaren, da sih f

ur eine solhe Elementarbe-














Jeder Grenzbereih zwishen zwei homogenen Phasen besitzt ein gewisses Volumen,
das jedoh { analog zum Prandtlshen Grenzshihtkonzept der Str

omungsmeha-
nik { nur per denitionem angegeben werden kann. Innerhalb dieses inhomogenen
Grenzbereihes kommt es zu einer rapiden

Anderung der physikalishen Eigenshaf-
ten { insbesondere des Drukes und der Dihte. Im allgemeinen ist die Ausdehnung
jenes

Ubergangsbereihes parallel zur Phasengrenze sehr viel gr

oer als senkreht dazu.
Darin liegt die Motivation des Gibbsshen Modellkonzeptes der Grenz

ahe [49℄.
Im Innern einer homogenen uiden Phase P
w
heben sih die intermolekularen An-
ziehungskr

afte auf ein Teilhen im Mittel auf. Diese auf Dipol-Interaktionen glei-
her Molek

ule beruhenden Van-der-Waalsshen Kr













Wirkung der molekularen Anziehungskr












afte, welhe von den an der
Grenz

ahe sih bendenden Molek
















zu verringern trahten, suhen
die





afte dieselbe zu vergr

oern.
Im allgemeinen benden sih die an der Grenz

















3.2.3 Benetzungseigenshaften und Randwinkel
Im teilges

attigten Zustand eines por

osen Mediums kommt es zum Kontakt dreier Pha-
sen, n

amlih der beiden den Porenraum ausf

ullenden uiden Phasen (Fl

ussigkeit und
Luft) sowie der die Matrix bildenden Feststophase. Ber

uhren sih drei niht mishba-
3.2. Grenz




















Bild 3.2: a) Grenz

ahe in einer kreiszylindrishen Kapillare
b) Kr

aftebilanz am freigeshnittenen Meniskus
re Phasen, so entsteht in der Kontaktzone eine sogenannte Dreiphasengrenzlinie. An
der Dreiphasengrenzlinie U
wn







ahe einer Feststophase P
s
bildet sih ein Randwinkels Æ aus, der die Benet-











ahe ideal glatt und














in der jeweiligen Grenz

ahe deutbar sind, folgt aus dem Kr

aftegleihgewiht an der









Der Randwinkel Æ, der

ubliherweise auf das Fluid mit der gr

oeren Dihte bezogen
wird, stellt ein Ma f






uglih eines niht mishbaren zweiten Fluides dar. Auf der Gr

oe des Rand-
winkels beruht die Untersheidung zwishen benetzender Phase P
w
(wetting phase)
und niht benetzender Phase P
n









{ sind als relativ zu betrahten, da sie sih
stets auf ein bestimmtes Dreiphasensystem beziehen: Die Benetzbarkeit wird gem

a
(3.15) durh das Verh

altnis der wirkenden Grenz

ahenspannungen bestimmt, welhe
ihrerseits von den hemishen und physikalishen Eigenshaften der kontaktierenden
Phasen abh

angen. Im hiesigen Fall verh




































































































ahe als beliebig d

unne, isotrope Membran gedeutet werden kann, l

at
sih der Zusammenhang zwishen dem lokalen Kapillardruk p

und ihrer Form { be-




uber das mehanishe Gleihgewiht an einem
innitesimalen Grenz















des Punktes M wirkenden Kr

afte in Rihtung der Fl

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Nah (3.18) besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwishen dem an einem Punkt
einer Grenz








angt die Gesamtform einer Grenz











durh die jeweilige Phasenkombination festgelegte Gr

oen
darstellen, ist es prinzipiell m

oglih, aus der Kenntnis der Geometrie der Dreiphasen-
grenzlinie auf die Meniskenform zu shlieen. Die Formulierung eines geshlossenen










ur einfahe Berandungsformen. W

ahrend im allgemeinen die Dreiphasengrenzlinie
niht unbedingt in einer Ebene liegt, ergibt sih bei einer zylindrishen Kapillare nah
Bild 3.2 a eine kreisf

ormige Begrenzung des Meniskus, so da sih die Kr

afte, die
an der von der Wandung freigeshnittenen Grenz

ahe wirken, auf einfahe Weise











os Æ 2r (3.19)
Damit ergibt sih der




















ubt das Erdshwerefeld einen Einu auf die







Kapillardruk einstellt. Gleihwohl k

onnen bei kleinen Porenradien jene auf Gravita-
tionskr

aften beruhenden Abweihungen vernahl

assigt werden [118℄. Dies trit insbe-
sondere f

ur das hier betrahtete Medium Papier zu, dessen mittlere Porendurhmesser
in der Gr






uber den Kreisquershnitt gespannten Grenz

ahe







ur diesen Fall eines
kugelsegmentf





=r= os Æ erweisen sih die Gleihungen
(3.18) und (3.20) als

aquivalent. Da sih die in dieser Arbeit betrahteten Porenraum-
modelle ausshlielih auf kreiszylindrishe Kapillaren beziehen, wird im folgenden auf




ur eine Idealisierung eines gewissen Bereihes des Porenraumes in Form von Ka-
pillaren kreisf





ahe { ob r

uber
bestimmte diskrete Abshnitte als konstant angenommen oder einer stetigen

Ande-
rung unterliegt, sei zun

ahst dahingestellt { l

at sih, ausgehend von einer gegebenen





, der Radius r


























den maximalen Radius des vom benetzenden Fluid gef

ullten Bereihes innerhalb des
betrahteten Gebietes. Sofern eine bekannte Verteilung der Radien vorliegt, sei diese
nun auf diskrete Elemente bezogen oder

uber Volumenanteile deniert, lassen sih
mittels (3.21) Aussagen

uber die Orte bzw. das Auftreten von Grenz

ahen treen.
Hiervon wird noh im Kapitel 5 die Rede sein.
3.3 Washburn-Modell




afte unter statishen Gleih-
gewihtsbedingungen diskutiert. Die Bewegung eines Meniskus A
wn
ergibt sih aus
dem Geshwindigkeitsfeld in dessen unmittelbarer Umgebung, das seinerseits als Fol-
ge eines in A
wn
entstehenden Spannungsgradienten betrahtet werden kann [82, 109℄:
Gem






axialen Bahn abgelenkt und bewegen sih tangential zur Grenz

ahe in Rihtung zu-
nehmender Spannung 
wn
. Dieses als Fountain-Eekt bekannte Ph

anomen wird in
der Literatur insofern kontrovers diskutiert, als vershiedene Vorstellungen

uber die
Teilhenbewegungen an der Dreiphasengrenzlinie U
wn
existieren [68, 111℄.





Geshwindigkeitsfeldes ist also { selbst f

ur eine so einfahe Berandung wie die eines
Kreisrohres { alles andere als trivial. Indessen erlauben gewisse vereinfahende An-
nahmen eine n










uber die Hagen-Poiseuilleshe Bewegungsgleihung. Mithin wird von zwei wesent-










ahenform wird von statishen Gleihgewihtsbedingungen ausgegan-
gen: Æ= Æ
(stat)





= onst , so da sih { sofern der Rohrquershnitt
l

angs des vom Meniskus durhmessenen Weges unver





















os Æ = onst (3.22)







ergibt sih nah (3.22) ein konstanter Fl









































<( ) = -
∆ = -
r







ussigkeitsdruk am oberen Ende der S

aule als konstant und ann

ahernd




(x = 0) = p
n









assigbar sind, wirkt als


















































8 x 2 ( 0 ; x
wn
) (3.25)
Diese vereinfahende Annahme bedeutet einen






gen Abbau der sih bei x
wn







altnisse sowohl in der Umgebung der sih bewegen-
den Grenz

ahe als auh im Bereih des Einlaufquershnitts. Damit sind die Voraus-
setzungen f

ur die Anwendbarkeit der Hagen-Poiseuilleshen Bewegungsgleihung
erf

ullt, und die Geshwindigkeit des Meniskus ergibt sih nah (3.14) unter Ber

uk-
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Im allgemeinen wird (3.27) im Zusammenhang mit einem Kapillarmodell in Form









orper in x-Rihtung durhl

auft


































ur Masse, Impuls und Energie bilden die Grundlage zur Be-
shreibung des Bewegungszustandes eines Kontinuums { gleih, ob es sih hierbei um
einen Ein- oder Mehrphasenk

orper handelt.
Bei Transportprozessen in por










omenden uiden Phasen makroskopishe Bewegungsgleihungen zu for-
mulieren, die { ebenso wie die Navier-Stokesshen Gleihungen der fundamenta-
len Str

omungsmehanik { auf einer Bilanzierung des Impulses unter Einbeziehung
konstitutiver Annahmen beruhen. Namentlih das auf D'Ary [36℄ zur

ukgehende












undeten Bewegungsgleihung erfordert bestimmte
Annahmen bez

uglih der Struktur des Porenraumes. Diese Annahmen sind insofern
konstitutiver Art, als sie Aussagen

uber das System enthalten, die auf der f

ur die kon-
tinuumsmehanishe Beshreibung mageblihen Skala niht im Detail erfat, sondern





uglih der Porenraumstruktur zu treenden Annahmen liegt der
Grund f






ahrend die Voraussetzungen, welhe denNavier-Stokesshen
Gleihungen zugrunde liegen, unumstritten sind, besteht n

amlih gerade hinsihtlih
jener strukturgeometrishen Annahmen ein gewisser Spielraum: Neben Ans

atzen, die
sih auf konkrete Geometrien beziehen { sei es in Form bestimmter Feststopartikel
oder vershiedener Anordnungen von Kapillarr

ohren { und mit den Bewegungsglei-
hungen der fundamentalen Str

omungsmehanik operieren (z.B. [35, 71, 113, 116℄),
existieren allgemeinere Herleitungen, die von vornherein von einer makroskaligen Bi-
lanzierung des Impulses ausgehen, und in denen geometrishe Annahmen indirekt

uber
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he Bes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den Impulstransfer formuliert werden. Ein mishungstheoretish konsistenter Ansatz
letzterer Art wird von Bear in [8℄ vorgestellt.
Das Prinzip der mishungstheoretishen Bilanzierung extensiver Gr

oen nah [128℄
wird hier lediglih bei der Formulierung der Massebilanz explizit ber

uksihtigt. Was
die Herleitung von Bewegungsgleihungen, ausgehend von einer mishungstheoreti-
shen Formulierung der Impulserhaltung, betrit, so sei auf die Literatur verwiesen
(z.B. [8℄). Da im Rahmen dieser Arbeit von isothermen Bedingungen ausgegangen und







[63℄ vorgeshlagen, verzihtet wird, ist eine Einbeziehung der Energiebilanz niht erfor-
derlih. Vielmehr bezieht sih diese Arbeit auf denMuskatshen Ansatz [94℄: So wird
ein eindeutiger Zusammenhang sowohl zwishen dem makroskopishen Kapillardruk
und dem S

attigungsgrad als auh zwishen letzterem und der eektiven Permeabilit

at






ahrend in der klassishen Mishungstheorie, die urspr

unglih zur Beshreibung von
Fluidgemishen entworfen wurde [128℄, kein volumetrishes Ma f

ur die Anteile der
Konstituierenden vorgesehen ist, erweist sih bei por








aig [8, 43℄. Ohne die Verteilung der einzelnen





verteilungsfunktionen [8℄ { zu ber

uksihtigen, wird im Rahmen einer konzeptionellen
Modellbildung vorausgesetzt, da sih die in einem Mittelungsvolumen enthaltenen
Partialk

orper im Zustand idealer Unordnung benden, also statistish verteilt vorlie-
gen [43℄.





resultiert aus der Summe der Partialvolumina V


































































(x; t) = 1 (4.4)
Bez









auf das Volumenelement dV

bezogen, so resultiert









2. Eine alternative M















Die nah (4.6) denierte Partialdihte 

















Die Summation der Partialdihten aller Konstituierenden eines Mehrphasengemishes



























ulltes Feststoskelett handelt. Die auf die n 1 im Porenraum enthaltenen




oen seien nunmehr durh den Index
f ( f = 1; : : : ; n 1 ) gekennzeihnet.
Bei por





ur den Porenraum { ungeahtet, ob dieser
nun eine oder mehrere uide Phasen enth

alt { einen speziellen Volumenanteil  zu
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(x; t) = 1 (4.13)
Zwishen den Volumenanteilen 
f











Hinsihtlih der Denition makroskopisher Fluidgeshwindigkeiten ergeben sih { wie
bei der Einf

uhrung von Dihtefunktionen { zwei M

oglihkeiten:
1. Die mit v
f





eingenommenen Porenbereih innerhalb des x zugeordneten REV.







anger sind als der korrespondierende makroskopishe Weg, den eine
gewisse Fluidmenge innerhalb einer bestimmten Zeit durhmit (vgl. Bild 5.4).
Mithin registriert ein makroskopisher Beobahter eine Geshwindigkeit, die klei-
ner ist als diejenige, mit der im Mittel einzelne Poren durhstr

omt werden.
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4.3 Bilanzierung der Masse
Laut den Truesdellshen Prinzipien der Mishungstheorie lassen sih die Bilanz-
gleihungen f









log zu den Erhaltungss

atzen der Einphasenkontinuumsmehanik formulieren, sofern
den Kopplungsmehanismen zwishen den Phasen mittels geeigneter Austaushterme
Rehnung getragen wird [127℄. Diese Annahme beruht auf einer virtuellen Isolation des
betrahteten Bestandteiles P

vom Rest des Gemishes { gewissermaen vergleihbar
mit dem aus der fundamentalen Mehanik bekannten Lagrangeshen Shnittprinzip.





als Ganzes betrahtet, so lassen sih die
Bilanzgleihungen extensiver Gr






ur Einphasenkontinua formulieren [1, 43, 127℄. So ergibt sih die lokale Bilanz-










































Entsprehend zu (4.17) resultieren die Bilanzen extensiver mehanisher Gr

oen ei-
nes Mehrphasenkontinuums aus der Summe der entsprehenden Bilanzen aller Kon-
stituierenden. Die Beshreibung des Verhaltens einer einzelnen Phase beruht { wie
eingangs erw













uksihtigt werden. So l













































, je nah Vorzeihen, f

ur den auf ein Volumen-
element dV bezogenen Zu- oder Abu von P

-Masse infolge von Austaushprozessen
mit den

ubrigen Konstituierenden. Damit (4.17) erf


















onnen Phasenumwandlungen sowie Absorptions-
vorg

ange beshrieben werden. Gem

a den in 2.2 diskutierten Annahmen beshr

anken
sih die im Rahmen dieser Arbeit betrahteten Vorg

ange auf eine Zeitspanne, in der
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noh kein signikanter Masseabu infolge einer Fl

ussigkeitsabsorption der Papierfa-












 0 die rehte Seite von (4.18) f

























 0 ; (4.20)




ur die Feststophase formulierten Massebi-
lanzgleihung nah (4.18) verzihtet werden, da deren s

amtlihe Terme den Wert Null
annehmen. Im hiesigen Fall sind also nur die geometrishen Eigenshaften der Fest-
stomatrix von Interesse.
Mit (4.14), (4.15) sowie (4.20) lauten die Massebilanzen nah (4.18) f
































) = 0 (4.22)
Da die 

ussige Phase als inkompressibel betrahtet wird ( 
w










Zahlreihe Transportprozesse in por

osen Medien zeihnen sih durh eine ausgepr

agte






aften aus, so da sih { wie im hiesi-
gen Fall { Reynolds-Zahlen ergeben, die im Mittel kleiner als 1 sind. Bei ebensolhen
Str

omungen, welhe auf mikroskopisher Ebene

uber das Stokesshe Bewegungsge-
setz (3.6) beshreibbar sind, l






omungen die Rede { ein linearer Zusammenhang zwishen den antreibenden
Kr

aften und der Filtergeshwindigkeit beobahten. D'Ary [36℄ erkannte diesen Zu-
sammenhang bereits Mitte des 19. Jahrhunderts und formulierte daraus das nah ihm
benannte ph

anomenologishe Gesetz der Filterstr

omung . Dieses urspr

unglih durh
Beobahtungen an isotropen Medien motivierte eindimensionale Bewegungsgesetz hat
sih auh in r

aumlih verallgemeinerter Form bew


































omungspfade (hannel ow mehanism [42℄)
Neben dem negativen Gradienten des REV-gemittelten Fluiddrukes p ist im allge-
meinen auh die antreibende Wirkung von Gravitationskr

aften  g zu ber

uksihti-










einerseits dessen stoihe Eigenshaften { in Form der dynamishen Viskosit

at ,




uber den zweistugen Permea-
bilit

atstensor K { widerspiegelt.
Zur Beshreibung der gleihzeitigen Str

omung von zwei oder mehr nihtmishbaren
Fluiden { und zwar im Sinne einer Durhmishung , d.h. einer Au

osung makrosko-
pish sharfer Fronten { hat sih der vonMuskat [94℄ sowieWykoff und Botset
[139℄ vorgeshlagene Ansatz weitgehend etabliert. Die Grundannahme dieses urspr

ung-
lih von einer Zweiphasenstr

omung ausgehenden Ansatzes besteht darin, da sih bei






ur jedes Fluid stabile Str

omungspfade




















ullt sind, da also keine gleihzeitige
Str

omung innerhalb derselben Poren stattndet (s. Bild 4.1). Unter der Vorausset-
zung einer solhen von Kapillarkr

aften bestimmten Verteilung der Fluide innerhalb
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bungsimpuls gegen






assigt, lassen sih die Bewegungen der Fluide { so wird in [94℄ po-
stuliert { formal als Einphasenstr







































werden auf makroskopisher Ebene














Der durh (4.28) denierte makroskopishe Kapillardruk bezieht sih also { im Un-
tershied zu der Laplaeshen Drukdierenz gem






asentiert den mittleren Drukuntershied in-










uber ein gewisses Spektrum verteilt sind { und




urlihe Struktur, namentlih f

ur Papier, zu, ergeben sih
unter statishen Gleihgewihtsbedingungen bestimmte stabile r

aumlihe Kongura-









angen (vgl. hierzu 3.2.5 ). Mit anderen Worten: Es existiert
ein Zusammenhang zwishen dem makroskopishen Kapillardruk nah (4.28) und





attigungsgrade beshrieben. Insbesondere, wenn es sih bei der
nihtbenetzenden Phase { wie im hiesigen Fall { um ein Gas handelt, ist es

ublih,












Die experimentelle Aufzeihnung von (4.29) f

uhrt auf eine sogenannte Kapillardruk-
S

attigungs-Kurve, deren Verlauf neben dem stospezishen Zusammenwirken der
Phasen die Geometrie des Porenraumes kennzeihnet: Bei einer Erh

ohung des Kapil-




aumigen Bereihen, so da
S
w





























)-Kurve von der Vorgeshihte der S

atti-
gung ab. Mithin ergibt sih ein hysteretishes Verhalten (s. Bild 4.3): Je nahdem,
ob die inkrementell festgehaltenen Gleihgewihtszust













angt einerseits mit gewissen Ph

anomenen zusammen, die durh die
Geometrie des Porenraumes bedingt sind [47, 90, 91, 118℄. Andererseits tr

agt der Ef-








Des weiteren treten im allgemeinen S

attigungsresiduen in Ersheinung: Bedingt durh











Im Falle einer benetzenden Fl






uken zwishen Feststopartikeln, als Einshl

usse in sogenannten Dead-
End-Pores [7℄ oder als Ober

ahenlme auf. Andererseits kann es zu isolierten Zonen















auert sih die Existenz von S

attigungsresiduen durh asymptotishes Verhalten an














gegen einen unendlih groen



















statt (vgl. Bild 4.3).
Bei den in dieser Arbeit verwendeten Porengr

oenverteilungen nah [31℄ handelt es






aufe, welhe das shrittweise Au

ullen des Mediums
mit nihtbenetzendem Queksilber beshreiben (vgl. 5.3 ). Aussagen

uber hystereti-
shes Verhalten liefern diese Kurven niht. Ebensowenig lassen sih S

attigungsresidu-































en ablesen: Die Grenzen jener Verteilungsspektren markieren weniger residuale Zonen
als vielmehr den Mebereih des verwendeten Verfahrens (s. 6.2.1 ). Mithin wird bei
den im Kapitel 6 vorgestellten Berehnungen davon ausgegangen, da innerhalb der





















. Nah den Muskatshen Annahmen spiegeln sie die
Geometrie des von dem jeweiligen Fluid durhstr






ahrend die absolute Permeabilit

at K nah (4.24) eine ausshlielih durh die Geo-














das stospezishe Zusammenspiel der Phasen. Namentlih wenn kapillare Antriebs-
kr

afte vorherrshen { und genau dies ist die Voraussetzung des Muskatshen An-
satzes { wird die Verteilung der Fluide innerhalb des Porenraumes durh das Wirken
von Grenz

ahenspannungen bestimmt (vgl. 4.5 ). Untersuhungen an Modellsyste-
men st

utzen die Annahme, da die sih zeitlih

andernden Phasenverteilungen, welhe




ange (Immisible Displaements [42℄) unter kleinen
Reynolds-Zahlen bilden, einer Folge von statishen Gleihgewihtszust

anden ent-
sprehen [33℄. Mithin wird davon ausgegangen, da die f






angigkeit der Fluidverteilung bei Re<1 auf den bewegten
Zustand

ubertragbar ist. So f












































angig vom jeweiligen S




















Der Einu der S

attigung wird also nunmehr











ur diese die Komponenten von K wihtenden relativen Permeabi-
lit











attigten Zustand mageblihen Permeabilit

aten { wie in [94℄





also nur an der Festk








=1. Indessen ergeben Messungen im allgemeinen einen Wert
kleiner als 1. Diese Diskrepanz ist der Vernahl

assigung des durh Reibungskr

afte
bedingten Impulstranfers zwishen den str

omenden Fluiden geshuldet [7, 42℄.




























ussen also { will man von einer Einbeziehung mikroskopisher In-




















uglih des jeweiligen Fluides wider. Bei einer Reduzierung
von S
w











ullte Kapillaren gebildete Anteil makroskopish normal durhsetzter





ummung und damit die L





omungspfade (vgl. 5.5 ).


















)-Kurve (s. Bild 4.4). Hysteretishe









-Kurven { zumeist gering wiegt [30℄.




andigen Beshreibung einer isothermen Zweiphasenstr

omung unter den in
4.3 bis 4.6 diskutierten Annahmen sind die Bewegungsgleihungen (4.26) und (4.27),
die Massebilanzen (4.21) und (4.22), eine Nebenbedingung gem

a (4.13), die kon-








































ur die Behandlung des hiesigen Pro-
blems erheblih reduzieren.
Wesentlihe Vereinfahungen ergeben sih durh die in 2.2 getroene Annahme einer
kompressionsfreien Verdr

angung der Luft: p
n





angig vom Bewegungszustand des Gases:
rp
w











besteht also weder eine Kopplung infolge eines Massetransfers {
beide Fluide verhalten sih, wie in 4.3 vorausgesetzt wurde, inert gegeneinander { noh
eine Kopplung










angig vom Bewegungszustand der Luft beshreiben.
Mithin kann auf eine Ber

uksihtigung von (4.22) und (4.27) verzihtet werden.









g j  jrp

















ussigkeit ausgegangen wird, er

ubrigt



























































ur die Masse (4.23) und das Bewegungsgesetz (4.38) lassen sih
zu einer Transportgleihung zusammenfassen: Durh Einsetzen von (4.38) in (4.23)
entf

allt der Vektor der Filtergeshwindigkeit q
w






vermittelnde Gleihung. Des weiteren kann durh Einbeziehung von (4.29) ei-






eliminiert werden. Aus noh zu benennenden Gr

unden




angige Formulierung der Transportglei-
hung als zwekm

aig. Dazu wird zun

ahst (4.38) unter Ber

uksihtigung von (4.29)
durh eine vom r





























































darstellen. Wird nun die obige Bewegungsgleihung (4.41) in (4.23) eingesetzt, so

















Diese partielle Dierentialgleihung parabolishen Typs besitzt die Form einer nihtli-
nearen Diusions- bzw. einer nihtlinearen W

armeleitungsgleihung. In dieser Analo-







osung von (4.42) stehen nunmehr bew

ahrte Algorithmen zur Verf

ugung,





An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, da die besonders einfahe Form der hiesigen









aften tritt hier erfreu-
liherweise ein solher Anteil niht auf. Erfreuliherweise deshalb, da die numerishe
L

osung von Transportgleihungen gemisht-parabolish-hyperbolishen Typs mit kom-
merzieller FE-Software bislang niht m

oglih ist. Abgesehen davon erfordert die nu-
merishe Behandlung solher Gleihungen { wie sie etwa bei Transportproblemen auf





FE-Verfahren hinausgehen (s. hierzu [54, 60, 61, 100℄).




oe D als Diu-
sivit

at bezeihnet, wenngleih der physikalishe Hintergrund von (4.42) keineswegs
mit demjenigen eines molekularen Diusionsprozesses gleihzusetzen ist. W

ahrend
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der mishungstheoretishen Beshreibung zugrunde liegende Annahme einer statisti-
shen Verteilung der Phasen und namentlih des Porenraumes wider. Im Gegensatz
zu einer thermishen Molekularbewegung wird die Bewegung der im Porenraum be-
ndlihen Fluidteilhen nah den fundamentalen Gesetzen der Str

omungsmehanik
deterministish beshrieben. Die auf die Form einer Diusionsgleihung f

uhrende sta-
tistishe Komponente kommt also erst durh das Upsaling zustande.
Mit den in 2.3.3 angestellten

Uberlegungen hinsihtlih einer 

ahengemittelten Be-
trahtung sowie den Annahmen in Bezug auf die Symmetrieeigenshaften vonK wird

















Hierbei markiere x die Transportrihtung normal zur Blattebene. Der KoeÆzient D
































osung der Transportgleihung (4.43) ist die Kenntnis der Pa-
rameter  und K sowie der das D(S
w
)-Verhalten nah (4.44) beshreibenden Bezie-
hungen (4.29) und (4.35).
Prinzipiell ist es m

oglih, aus gewissen Kenntnissen

uber die Porenraumgeometrie
eines Mediums auf dessen makroskopishe Transporteigenshaften zu shlieen. Die
Herleitung geshlossener, zwishen geometrishen Gr

oen und makroskopishen Para-
metern vermittelnder Zusammenh

ange gelingt allerdings nur f

ur idealisierte Struktu-





andig abbilden, bleiben Experimente zur
Identikation gewisser Modellparameter unverzihtbar. So werden in diesem Kapitel
Absh

atzungen anhand von Modellen vorgenommen, welhe sih auf Porengr

oenver-
teilungen beziehen, wie sie Corte [31℄

uber ein queksilberporosimetrishes Verfahren
f

ur Papiere untershiedliher Mahlung ermittelt hat.
Das Bestreben, aus einer begrenzten Menge an Informationen

uber die Porenraumgeo-
metrie eines Mediums auf dessen Permeabilit

at sowie auf geeignete Parametrisierungen
f














atze solherart bieten ein Aufsatz von van Brakel [129℄ sowie





uber die Struktur des Porenraumes im wesentlihen auf die obengenannten
Verteilungskurven beshr

anken, kommen im hiesigen Fall nur Kapillarmodelle in Be-
traht.






at eines Papieres l

at sih auf einfahe Weise absh

atzen. Sofern die ne-
ben den Zellulosefasern enthaltenen Feststoanteile, wie Leim- und F

ullstoe, auer
aht gelassen werden, ergibt sih dieser Volumenanteil  aus Faser- und sogenannter
Rohdihte. Letztere gibt das Verh

altnis der Feststomasse m
s
zu dem Gesamtvolu-


















tor dar und h

angt insofern von der jeweiligen Papiersorte ab, als die Kompaktheit
des Fasernetzes durh den Herstellungsproze { namentlih durh Na- und Troken-
verdihtung, Mahlung und eventuelles Kalandrieren { bestimmt wird [125℄. Die f

ur
vershiedene Papierarten mageblihen Werte von 
s
deken ein Spektrum zwishen
etwa 0,3 und 1,1 g=m
3
ab [62℄, wobei sih die untere Grenze dieses Bereihes auf
L

osh- und Filterpapiere bezieht, w

ahrend Transparent- und Pergaminpapiere das
obere Limit markieren.
Sofern keine expliziten Angaben bez




















ur ein 90 g-Papier der Dike 0,1mm { das vom Hersteller angegebene Gewiht in
Gramm bezieht sih im allgemeinen auf die Fl

ahe eines Quadratmeters { ergibt sih












Werden nur Zellulosefasern als Bestandteile der Matrix ber

uksihtigt, so kann die
eektive Dihte 
s

































Nah (5.4) ergibt sih die Porosit



















Die hier zur Berehnung von  getroene Annahme (5.2) ist nur solange haltbar, als
der Gehalt nihtzelluloser Bestandteile gering bleibt. Bei Papieren mit einem hohen
Anteil an F

ullstoen und Leimen ist der genauen stoihen Zusammensetzung bei der
Berehnung der eektiven Matrixdihte 
s
Rehnung zu tragen. Da in dieser Arbeit
eine
"
exakte\ Bestimmung von TransportkoeÆzienten niht im Vordergrund steht, soll










Um aus einer begrenzten Menge an Informationen

uber den Porenraum auf bestimm-
te makroskopishe Transporteigenshaften zu shlieen, kommt es wesentlih auf die
Denition geeigneter Gr

oen an, die eine Verk

orperung durh ein Modell erm

oglihen.
Da neben dem Volumenanteil  des Porenraumes dessen Verteilung einen mageb-




ubt, ist oenkundig: Je nahdem,
ob ein gewisses Porenvolumen sih auf wenige gror

aumige Bereihe konzentriert oder
in viele sehr kleine Gebiete zerf






omungswiderstand beobahten. Einer solhen

Uberlegung liegt die Betrahtung ei-
nes por

osen Mediums als ein Ensemble diskreter Elemente { im weiteren auh als
"





bereits eine bestimmte Vorstellung

uber die geometrishe Beshaenheit solher Ele-
mentarberandungen voraus. So wird dieser Terminus im Zusammenhang mit Modellen
kreiszylindrisher Kapillaren mitunter als Synonym f

ur den Rohrdurhmesser verwen-




ur beliebige Geometrien verallgemeinerte De-











oglihen Kugel, die diesen Punkt enth

alt und innerhalb der
Berandung von V
p
bleibt. Wenngleih diese Festlegung auh f

ur komplexe Geometrien
eindeutig ist, bleibt die Frage oen, wie die Verteilung eines so denierten Parame-
ters an einem nat

urlihen Medium bestimmt und

uber ein Modell verk

orpert werden









uhren, welhe weniger einer dierenzierten geometrishen Beshreibung,
als vielmehr einer Vorhersage des makroskopishen Transportverhaltens dient.
In 3.2.1 wurde bereits darauf hingewiesen, da zur Beshreibung kapillarer Transport-
vorg

ange eine Diskretisierung des Porenraumes durh kreiszylindrishe Rohrelemente
insofern zwekm

aig ist, als f

ur eine solhe Berandungsgeometrie ein geshlossener
Zusammenhang zwishen Porengr

oe und Kapillardruk nah (3.20) bzw. (3.21) for-
muliert werden kann. Geht man also von einer bestimmten Konguration von Kreis-
rohren aus, so verk





die Verteilung des Porenraumes. Was den makroskopishen Zusammenhang zwishen
Kapillardruk und S

attigungsgrad nah (4.29) betrit, so l

at sih dieses eine Folge sta-


















asentierende Verhalten durh ein Modell parallel
angeordneter Kreisrohre gem

a Bild 5.1 beshreiben. Mithin erfolgt die Identikation
der f










Die Transformation einer experimentell ermittelten Kapillardruk-S

attigungs-Kurve
auf eine Wahrsheinlihkeitsdihtefunktion, wie sie die Porengr

oenverteilung nah
dem obengenannten Modell repr

asentiert, ist in zweierlei Hinsiht von Bedeutung:
1. Unter gewissen Umst

anden kann es zwekm






)-Messungen eine andere Fluidkombination zu verwenden als diejenige, de-
ren Transport es zu simulieren gilt.
Da die Aufnahme statisher Gleihgewihtszust

ande im allgemeinen mit groen
Zeitspannen verbunden ist, kann es im Laufe der Messung zu einem Massetrans-
fer zwishen den Phasen kommen, welher auf der Zeitskala des zu beshreiben-
den Str

omungsvorganges noh niht zum Tragen kommt. So ist bei dem hier be-
trahteten Medium Papier mit zeitlihen Ver

anderungen der Porenraumstruktur
infolge von Quelleekten zu rehnen, sofern als benetzendes Fluid Wasser oder
Feuhtmittel verwendet wird. Dieses Problem kann dadurh umgangen werden,























Transformation auf den entsprehenden Verlauf einer anderen Fluidpaarung um-




sowie der Randwinkel Æ bez

uglih
beider Kombinationen bekannt sind.













und Drake [108℄ eingef

uhrte Methode der Queksilberporosimetrie (merury in-
trusion porosimetry) auf einer Kombination von 

ussigem Queksilber und Luft.
Die sehr groe Ober

ahenspannung des sih gegen

uber Luft niht benetzend
verhaltenden Queksilbers (
Hg







= 0,072 N/m [135℄) erm

ogliht eine hervorragende Au

osung und mithin









aig gut kontrollierbar, als sie eine
inkrementelle Aufzeihnung statisher Gleihgewihtszust

ande bedeuten. Eine




)-Kurven ist im allgemeinen aufwendiger
und niht selten mit erheblihen Shwierigkeiten verbunden (s. z.B. [7, 30, 42,
117℄). Darin liegt die Motivation f

ur eine Reihe von Ans

atzen zur Herstellung ei-























)-Parametrisierungen nah [16℄ bzw. [130℄ auf Modellen




)-Verhalten in Form von Ver-
teilungsdihten ber

uksihtigt wird [20, 92, 141℄.
Corte [31℄ gelingt es, mittels der obengenannten Methode der Queksilberporosime-
trie !(r)-Kurven f

ur Papiere vershiedener Mahlgrade zu bestimmen, wobei sih die





uglihen Eignung des Verfahrens bei: Durh die Verwendung von
Luft als benetzendes Fluid werden Quelleekte ausgeshlossen. Ob und inwieweit al-
lerdings Deformationen der Matrix { solhe sind namentlih bei hohen Dr

uken niht
auszushlieen { die Meergebnisse beeinussen, ist niht gekl

art.
Bei queksilberporosimetrishen Messungen wird das zu untersuhende Medium an-























, wobei das jeweils aufgenommene
Hg-Volumen V
n









anken sih auf eine Darstellung des Zusammenhanges
zwishen den Megr

oen und der im Rahmen des obengenannten Modells eingef

uhr-
ten Verteilungsdihte !(r). Bez

uglih einer detaillierten Beshreibung des Verfahrens







= !(r) dr (5.5)
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Bereihes V bezogen, innerhalb dessen die Fluiddr

uke und somit auh der Kapillar-
druk als konstant betrahtet werden. Nah (5.5) bezeihnet !(r) dr den von Kapil-

































aus einem gewissen Teil gr

oerer Poren. Im Rahmen eines Modells

















































Die Gleihungen (5.5), (5.7) sowie (5.8) gelten unter der Voraussetzung einer stetigen












































Durh die Einbeziehung von (5.10) in (5.7) erh
























) und die Aufzeihnung
jener Werte in Abh



































Bild 5.2: !(r)-Kurven f

ur zwei vershiedene Mahlgrade nah Corte [31℄
Die von Corte auf diese Weise ermittelten Verteilungsdihten zweier Papiere glei-
her Konsistenz, aber vershiedener Mahlung
1
sind im Bild 5.2 dargestellt. Neben
den ausgepr

agten Modalwerten sowie der Linksshiefe l

at sih ein Zusammenhang
zwishen Mittelwert und Streuung beobahten: Die durh den kleineren Mahlgrad
gekennzeihnete gr

obere Faserstruktur bedingt neben einem gr

oeren Mittel r eine









neben der volumenbezogenen Verteilungsdihte nah (5.5) eine auf die Anzahl n der





= (r) dr (5.12)
den von Elementen mit Radien des Intervalls [ r; r + dr ℄ gebildeten zahlenm

aigen
Anteil der in V enthaltenen Kapillaren bezeihnet. Im folgenden gilt es, eine Transfor-
mationsbeziehung zwishen der anzahlbezogenen Dihte nah (5.12) { auf diese wird
im Zusammenhang mit den in 5.4 sowie 5.5 diskutierten Kapillarmodellen zur

ukge-
grien { und der gemessenen Dihte nah (5.5) herzuleiten. Dazu betrahte man den








In der Papierherstellung wird der Faserrohsto vor dem Blattbildungsproze zerkleinert (gemah-
len). Da der Mahlgrad den mageblihen Faktor in Bezug auf die Absorptionseigenshaften von
Papieren darstellt, gilt als unumstritten [31, 125℄.
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amtliher in V enthaltener Kapillaren K
i























, wie vorausgesetzt, die gleihe L




















= !(r) dr (5.15)
Andererseits l








uber die anzahlbezogene Dihte (r) beshreiben:
dA
p






n (r) dr (5.16)





















































Ebenso wie die Hagen-Poiseuilleshe Bewegungsgleihung (3.13) zeihnet sih das
D'Ary-Gesetz (4.24) durh einen linearen Zusammenhang zwishen der

uber den
Porenraum gemittelten Geshwindigkeit und dem antreibenden Drukgradienten aus.
Diese Analogie legt { geht es um eine aus makroskopisher Siht eindimensionale
Str

omung { ein Modell parallel angeordneter, kreiszylindrisher Kapillaren nahe, wie
















at gar durh ein B

undel paralleler Kreisrohre gleihen Quer-
shnitts verk

orpern (vgl. Bild 5.3): Je nah der Feinheit der Unterteilung des Ge-














Bild 5.3: Parallele Anordnung gleiher Kapillaren
beliebiger makroskopisher Durhstr

omungswiderstand realisiert werden. Sofern die
Porosit

at als gegeben vorausgesetzt wird, stellt der f

ur alle Kapillaren mageblihe
Radius r den einzigen Parameter dieses Modells dar. Nun bleibt allerdings die Fra-
ge oen, wie eine solhe Modellgr

oe, die ja keineswegs den wahren geometrishen
Verh

altnissen entspriht, identiziert werden kann.
Ein unmittelbarer Bezug der !(r)-Kurven nah [31℄ auf ein Modell zur Vorhersage der
Permeabilit

at auf der Grundlage einer Anordnung gem

a Bild 5.1 kommt insofern
niht Frage, als jene Verteilungsdihten { obwohl sie sih auf die gleihe Modellgeome-





omung ein dynamisher Vorgang ist, der durh das Wirken
viskoser Kr















Der wohl bekannteste Ansatz zur Herleitung eines Zusammenhanges zwishen Para-












Verallgemeinerung des Modells nah Bild 5.3 beruhen. Den Ausgangspunkt des Ko-
zenyshen Ansatzes bildet das Konzept des hydraulishen Radius. Mit der Einf

uhrung










ormigen Quershnitts verallgemeinerte Form von













































ahen auf den Durhstr

omungswider-
stand dar, als mit der Denition (5.21) das Spektrum, in dem sih die f

ur vershiedene
Quershnittsgeometrien mageblihen Formfaktoren bewegen, klein bleibt: Nah [21℄
beshr

anken sih die f

ur untershiedlihe Elementargeometrien (Kreis, Ellipse, ebe-
ner Spalt, Rehtek, Dreiek) berehneten 
s
-Werte auf einen Bereih zwishen 1,67
(gleihseitiges Dreiek) und 3,0 (ebener Spalt). Ein KoeÆzientenvergleih zwishen




ormigen Quershnitt den Wert 
s
= 2.


























































Uber diesen in der englishsprahigen Literatur als tortuosity fator bezeihneten Ko-
eÆzienten wird ber

uksihtigt, da sih die Fluidteilhen im allgemeinen niht gerad-
linig, wie es eine Anordnung von Kapillaren gem

a Bild 5.3 vorspiegelt, sondern auf
gekr

ummten Bahnen bewegen (s. Bild 5.4). Der Tatbestand, da die mikroskopishen
Str

omungspfade im Mittel l





ist der Struktur des Porenraumes geshuldet, die eine Bewegung in entgegengesetzter
Rihtung des makroskopishen Drukgradienten dp=dx auf dem geometrish k

urzesten
Wege verhindert. Soll an dem Konzept paralleler { d.h. im weiteren Sinne niht mit-
einander verbundener { Kapillaren gleiher L
























anomen durh die Annahme gekr

ummter Rohre in ein Modell
solherart einbeziehen (vgl. Bild 5.4).


















Um (5.26) in Abh

angigkeit von der makroskopishen Ortskoordinate x zu formulie-
ren, ist einerseits zu ber

uksihtigen, da der die Fluidbewegung antreibende eektive






























Mit (5.27) und (5.28) l

at sih die Bewegungsgleihung (5.26) auf das makroskopishe



































































an dem Volumen V = Ax des mit




















a Bild 5.4 repr













Im Zusammenhang mit (5.24) ist T als eine makroskopishe Gr

oe zu verstehen, be-







tungen von Bahnlinien gef

arbter Traer in vershiedenen isotropen, diskret dispersen
Medien ermittelt Carman einen mittleren Winkel  von 45
Æ
, was dem Wert T = 2
entspriht. Bei anisotropen Strukturen sind allerdings { je nah der betrahteten Rih-
tung { Abweihungen von diesem Wert zu erwarten.















Mediums bestimmen. Dieses auf Arhie [3℄ zur

ukgehende Verfahren { geeignete
Meapparaturen werden z.B. in [2, 7, 42, 114, 117, 142℄ beshrieben { beruht auf der




















ahigkeit der Matrix gegen













ange x eines re-
pr














































































































































































































at sih nah (5.31) auf den folgenden Zusammenhang zwishen F
el
, T und


























AK( )1 x 1r= pi 2 cos χ/ A
K( )2 x 2= pi r2 cos χ/
dx





= pi 2r3 2 A
K( )
x
= pi 2r4 2A
































































































Sullivan und Hertel [123℄ bestimmen nah dem oben beshriebenen Verfahren
Kr

ummungsfaktoren vershiedener Faserverbunde. Widerstandsmessungen an unidi-
rektionalen Glasfaserverbunden ergeben in Faserrihtung den Wert T  1,0 . In der
Normalenrihtung gilt indessen: T = 2,45 [142℄.
Die vonKozeny vorgeshlagene Beziehung (5.23) und namentlih deren erweiterte, als
KOZENY-CARMAN-Gleihung bekannte Form (5.24) haben sih auf dem Gebiet der
Verfahrenstehnik vielfah bew

ahrt. Der Vorzug von (5.24) bez

uglih einer Prognose
von K besteht darin, da die mageblihen, in zweiter bzw. dritter Potenz eingehenden
Parameter s
p
und  bei granularen Medien reht gut absh

atzbar sind. Die f

ur Form
und Anordnung der Feststopartikel spezishen Faktoren 
s
und T lassen sih, sofern
niht direkt identizierbar,

uber Referenzmessungen an Modellsystemen oder Medien

ahnliher Struktur zumindest n

aherungsweise ershlieen [142℄.




unglih in [80℄ betrah-
teten feink

ornigen Medien hinaus Zuspruh gefunden hat und auh im Zusammenhang
mit Faserstoen wie Textilien und Papier gern zitiert wird (z.B. [11, 17, 65, 143℄), ist
deren Anwendung bei nihtgranularen Strukturen mit Vorsiht zu genieen: Die Ko-
zenyshen

Uberlegungen gehen von einer einheitlihen Porengr

oe aus. Diese Voraus-







at sih insbesondere bei feink

ornigen Sanden oder Pulvern eine durhaus
gute

Ubereinstimmung experimenteller Befunde mit theoretishen Vorhersagen gem

a
(5.24) verzeihnen [22, 23℄. Treten indessen wesentlihe Abweihungen der Porengr

oe
von einem Mittelwert r auf { und dies ist gerade bei Faserstrukturen wie Papier der
Fall [31℄, so sind hinsihtlih der Anwendbarkeit von (5.24) Zweifel angebraht: Die
Annahme der statistishen

Aquivalenz (5.22) ist nur so lange haltbar, als Streuungen
der Porengr

oe hinreihend klein bleiben.
Um dem Einu dieser Varianzen in Bezug auf die Permeabilit

at Rehnung zu tra-





uksihtigt werden. Da eine Absh








asentierender Dihtefunktionen, ausgehend von einem
Modell gem

a Bild 5.1, niht in Frage kommt, wurde bereits auf Seite 53 ange-
sprohen. So geben die Verteilungen nah (5.5) einzig Auskunft dar

uber, wie sih
der Porenraum eines repr

asentativen Bereihes aus Volumenanteilen von Kapillaren
bestimmter Radien zusammensetzt.

Uber die Anzahl der parallel angeordneten Kreis-
rohre sowie deren L






einen erheblihen Einu auf den Gesamtdurhstr

omungswiderstand aus { liefern je-
ne Wahrsheinlihkeitsdihten hingegen keine Aussage. Zur Veranshaulihung dieses
Dilemmas mag Bild 5.6 dienen, in dem exemplarish zwei M

oglihkeiten der Auftei-











dargestellt sind: Beiden Kongurationen liegt die gleihe auf Volumenanteile be-
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zogene Radienverteilung zugrunde, d.h., die Wahrsheinlihkeit daf

ur, da ein Punkt
M 2 V
p






allt, ist in beiden F

allen identish. Obgleih so-




)-Verhalten aufweisen, zeihnen sie sih durh
einen beahtlihen Untershied hinsihtlih des Durhstr

omungswiderstandes aus: Mit
zunehmendem Neigungswinkel  verringert sih einerseits die Anzahl der Kapillaren;




omungsweges eine Abnahme des Drukgra-
dienten dp=d zur Folge (vgl. (5.27)). Beide Tendenzen bedeuten eine Reduzierung des
Gesamtvolumenstromes infolge eines gegebenen Gradienten dp=dx, also eine Verklei-
nerung der Permeabilit

at. So ergibt sih f








altnis von 1 : 4.





korrelierten Radienverteilung festgehalten werden, so sind Aussagen hinsihtlih der
Anzahl n bzw. der einheitlihen L

ange  der in einem gewissen Volumen V =Ax
enthaltenen Kapillaren unverzihtbar. Die vorangestellten Betrahtungen legen eine
Anlehnung an das Carmanshe Modell gekr

ummter Kapillaren nahe. Im Untershied
zu den Annahmen, die auf dieKozeny-Carman-Gleihung (5.24) f

uhren, soll hier al-













Betrahtet wird eine parallele Anordnung von Kreisrohren K
i
(i=1; 2; :::; n) gleiher
lokaler Neigung entsprehend (5.32), deren Radien r
i
als Realisierungen einer Vertei-
lungsdihte (r) gem






ahst, den Volumenstrom Q
(A)
zu berehnen, welher die Fl

ahe A des repr

asen-
tativen Segmentes dV = Adx durhsetzt (vgl. hierzu Bild 5.5 b bzw. Bild 5.6 a).
Mit (5.26) sowie (5.27) lautet die

































































asentativen Quershnitt A mageblihe Gesamtvolumenstrom folgt


























































































































































































Mit der Postulierung der konstitutiven Beziehungen (4.29) und (4.35) verbindet sih
die Frage, ob diese Zusammenh






uber ein spezielles Feststo-Fluid-System hinaus G

ultigkeit besitzen.
Namentlih einer Parametrisierung von (4.35) ist umso gr

oere Bedeutung beizumes-




)-Kurven einen hohen metehnishen
Aufwand bedeutet [25, 130℄. So enth








)-Gleihungen. Neben rein empirishen Formeln, wie sie z.B.
in [4, 16, 29, 70, 130℄ vorgestellt werden, existiert eine Reihe von Ans

atzen, welhe
von einer bekannten Kapillardruk-S






uber Betrahtungen an einem bestimmten Kapillarmo-







Was die letztgenannte Kategorie betrit, so sind in diesem Zusammenhang die Arbei-
ten von Purell [103℄, Childs und Collis-George [25℄, Burdine [20℄, Wyllie
und Spangler [142℄, Wyllie und Gardner [141℄, Millington und Quirk [89℄
sowie Mualem [92℄ zu nennen. Im Hinblik auf das hier betrahtete Medium Papier
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uber Volumenstrommessungen nah einer konven-




Uberblik liefern [77℄ und [105℄ { verzihtet
werden kann. Solhe ohnehin niht leiht kontrollierbaren Verfahren kommen im hie-
sigen Fall umso weniger in Betraht, als die Ausdehnung einer Probe in Rihtung des
zu beshreibenden Transportes durh die Papierdike begrenzt ist.
Bei den obengenannten Modellans

atzen zeihnen sih zwei Argumentationsweisen ab:
W

ahrend Burdine sowieWyllie und Spangler sih auf den Carmanshen Ansatz











mung der Fliewege zu beshreiben, beziehen sih die in [25, 89, 92, 141℄ vorgestellten
Modelle auf

Uberlegungen hinsihtlih der Wahrsheinlihkeit f

ur die Verbindung von





ur das Zusammentreen gef

ullter Elemente als eine
Verkleinerung des mittleren eektiven Fliequershnittes interpretiert.
Aus der Reihe der zuletzt angesprohenen statistishen Modelle haben sih auf den
Gebieten der Hydrologie bzw. der Petrologie namentlih der Mualemshe sowie der
Wyllie-Gardnershe Ansatz insofern bew






Gleihungen nah Van Genuhten [130℄ bzw. Brooks und Corey [16℄, welhe sih






utzen, dort weitgehend experi-
mentell best

atigt werden konnten. Inwieweit allerdings die diesen Modellen zugrun-




Die von Burdine sowie Wyllie und Spangler vorgeshlagenen Modelle, die sih





net werden, entbehren solher den eektiven Fliequershnitt betreenden Annahmen,













































)-Verhaltens nur ein statistisher Ansatz in Fra-
ge. Diesbez

uglih bietet sih das Wyllie-Gardnershe Modell insofern an, als die-
ses gegen

uber dessen modizierten Versionen, wie sie von Millington und Quirk
[89℄ sowie Mualem [92℄ vorgeshlagen werden, auf gewissermaen naheliegenderen
Annahmen hinsihtlih des mittleren eektiven Fliequershnittes beruht. Die Frage,




ur eine Faserstruktur wie Papier
am ehesten geeignet ist, l









Bevor dasWyllie-Gardnershe Modell n

aher beleuhtet wird, soll im folgenden ein




angige Messung des Kr

ummungs-
faktors voraussetzt und sih auf das in 5.4 er

orterte Modell parallel angeordneter
Kreisrohre vershiedener Radien bei gleiher lokaler Neigung gem

a denBildern 5.5 b




)-Ansatz, welher von den in [20℄






abweiht, verweist auf eine M

oglihkeit




)-Verhaltens auf der Grundlage eines f

ur besonders kleine






Burdine sowie Wyllie und Spangler f

















at sih { Bezug nehmend auf den Carmanshen Ansatz sowie















Im Untershied zu dem in (5.29) eingef

uhrten Faktor T , welher den Porenraum als
Ganzes, also den ges















agt, und welhe im Rahmen eines Kapillarmodells, wie es in den Bildern 5.5 b





































virtuell der Matrix zugerehnet wird. Es wird also angenommen, da sih
der Durhstr





durh eine parallele Anord-




gleiher lokaler Neigung beshreiben l

at, deren Radien r
i
durh eine Verteilungsdihte (r) gem








anken. Mithin gelte die Voraussetzung eines innerhalb von V
p
kon-



















a den Bildern 5.5 b bzw. 5.6 a nunmehr einen bestimmten S

atti-
gungszustand. Mit anderen Worten: Jeder S





ahigkeit des nihtbenetzenden Gases ebenso wie diejenige der Matrix
vernahl

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entsprehend dem in 5.4 beshriebenen Verfahren





und dem an der teilges

























ahe A des repr




















































































































































































































































































Unter der Annahme einer stetigen Verteilungsdihte !(r) sowie unter der genann-
ten Voraussetzung eines innerhalb von V
p
konstanten Kapillardrukes kann bei Ver-
nahl













at sih (5.58) unter Ber








































































































































Nah (5.61) ergibt sih mit S
w





















































































5.5.3 Statistishes Modell nah Wyllie und Gardner
Die statistishen

Uberlegungen, welhe den in [25, 92, 141℄ beshriebenen Ans

atzen
zugrunde liegen und hier in groben Z

ugen skizziert werden, lassen sih anhand des
im Bild 5.7 dargestellten Modells veranshaulihen: Das repr

asentative Volumen V







Bild 5.7: Approximation einer aus Fasern bestehenden Struktur durh eine Shih-
tung segmentweise parallel angeordneter Kreisrohrelemente
verk

orpere einen makroskopish homogenen Bereih des betrahteten Mediums. In der
makroskopishen Str

omungsrihtung werde V in einzelne Segmente S
j
(j=1; 2; :::) der
konstanten Dike x unterteilt. Innerhalb jedes Segmentes erfolge eine Approximati-
on des Porenraumes durh eine parallele Anordnung kreiszylindrisher Elemente K
i





Kapillaren\ genannt { als statistish verteilt angenommen werden. Ferner wird
das Intervall x als hinreihend gro vorausgesetzt, so da die Orts- und Radienvertei-
lungen in benahbarten Segmenten als jeweils unkorreliert angesehen werden k

onnen.









uglih der einzelnen Elemente K
i





ur alle Segmente mageblihe Wahrsheinlihkeitsdihte (r) gem

a (5.12) gegeben





















uber den innerhalb von V als konstant vorausge-
setzten Kapillardruk deniert.































fallen niht zusammen, sondern liegen gem

a den
obengenannten Annahmen in unkorreliert verteilter Form vor. Da V als makrosko-
pish homogen betrahtet wird, und der Volumenanteil  des Porenraumes somit f

ur












































































































































Die von Quershnitten gef















































unkorreliert sind. Da in s

amtlihen Segmenten
die gleihe Verteilungsdihte vorliegt, und ferner p







konstant ist, ergibt sih gem

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folglih die gleihe von gef





































































































ur, da ein beliebiger Punkt M 2 (A)
j!j+1
in den stati-










































unkorreliert verteilt sind, k










g als stohastish unabh

angig betrahtet werden. Die Wahrshein-
lihkeit daf













































agt die gesamte Fl















































ahe um den Faktor S
w
.















℄ g gebildete Teilkonguration nah dem im Bild 5.7
dargestellten Modell, welhe gem

a (5.69) durh verkleinerte Fliequershnitte an den














setzt werden kann, so da sih ein innerhalb von V unver

anderter Fliequershnitt











(3.13) berehnet werden k











Ersatzrohre betreen. Aus den in 5.5.1 genannten Gr

unden wird im folgenden von






leer gefüllt A AA A AA AAiii i ii ii
ii ii ii ii
K,EKK K,E KK,E KK,E
λ,>1β = 1 λ = 1,= 1β λ >1,>1β λ = 1,>1βa) b) c) d)
































kann mit einer oder mehreren Kapillaren des folgenden
Segmentes S
j+1
verbunden sein, von denen einige { je nah Gr

oe { ebenfalls gef

ullt


















{ also derjenigen Fl








ullter Kapillaren des angrenzenden Segmentes S
j+1
gemeinsam























konstant ist, gilt (5.70) gleihermaen f

ur alle






























im Mittel um den Faktor S
w
verkleinert
ist. Eine solhe Quershnittsverengung an den Enden eines Rohrelementes verringert
die durh einen gegebenen Drukgradienten bef

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Hierbei kennzeihnet 
i































legt eine Wihtung 
i






















































ullte Elemente des angrenzenden Segmentes (vgl. Bild 5.9 ),







erstgenannten Fall. Ein solher Zerfall von A
K;E
i
in mehrere Teilgebiete wird mit 
i
>1





















attigungsgrad bzw. von r

{ im statistishen











































=  = onst
(5.74)










































































































































































































uber die Gleihungen (5.58) bzw. (5.59) beshrieben wird. Unter Ber

uk-
sihtigung von (5.59) l

















































Damit ergibt sih folgender Ausdruk f






































































Mit (5.81) sowie (5.82) erh
































































utzt sih (5.63) dar










)-Kurve { und mit den an
Papier erprobten Widerstandsmeverfahren, wie sie in [37, 66, 67, 83, 112℄ beshrieben
werden, besteht die Aussiht f

ur ein solhes Gelingen {, so ist der auf dem erweiterten
Carmanshen Konzept beruhende Ansatz der Wyllie-Gardnershen Gleihung
(5.83) vorzuziehen. Wenngleih eine Approximation nah Bild 5.7 den wahren geo-
metrishen Verh

altnissen sehr nahe zu liegen sheint, so darf niht vergessen werden,





uhren, eine geshlossene Beshreibung erm

oglihen. Gerade hinter
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diesen Annahmen aber verbirgt sih eine gewisse Unw

agbarkeit, welhe sih shlielih




)-Gleihungen manifestiert, wie sie { beruhend auf den
gleihen statistishen Grund

uberlegungen { von Mualem bzw. Wyllie und Gard-
ner vorgeshlagen werden. Der Verziht auf solhe Annahmen ist mit der Einbezie-
hung zus





)-Kurve liefert eben keine
Auskunft















ummung ein geeignetes Korrektiv dar.
Nah [20, 29℄ deuten an vershiedenen granularen Medien durhgef

uhrte Messungen

















Die Einbeziehung dieses Zusammenhanges in (5.63) f






)-Gleihung, wie sie urspr

unglih von Burdine vorgeshlagen wurde.
Diese erweist sih als identish mit der Wyllie-Gardnershen Gleihung (5.83).
Hier sei nahdr

uklih betont, da (5.84) das Verhalten granularer Medien widerspie-
gelt. Die

Ubereinstimmung der im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Form (5.83) mit
der halbempirishen Burdine-Gleihung unterstreiht weniger die universelle G

ultig-
keit der Wyllie-Gardnershen Annahmen als vielmehr deren Bedingtheit. Ob f

ur



















In diesem Kapitel werden numerishe Berehnungen vorgestellt, welhe sih auf die
L

osung von (4.43) sowie die Auswertung von (5.9), (5.47) und (5.83) { ausgehend von
den Corteshen Verteilungsdihten nah Bild 5.2 { beziehen. Auf jene Mekurven
wird im folgenden durh die Kennungen M64 bzw. M87 Bezug genommen. Da keine
weiteren experimentellen Ergebnisse zur Verf

ugung standen, sind die hier dargelegten





ogen die Berehnungen als exemplarishe Studien betrahtet werden,
welhe { ohne dem Anspruh an exakte Vorhersagen zu gen





In 4.7 wurde bereits darauf hingewiesen, da (4.42) die Struktur einer nihtlinearen
Diusions- bzw. einer nihtlinearen W

armeleitungsgleihung aufweist. Damit eignen
sih Algorithmen zur L

osung von Anfangs-Randwert-Aufgaben jenes Typs gleiher-
maen f

ur die Behandlung des hiesigen Problems, wenngleih dieses einen anderen
physikalishen Hintergrund besitzt. So wurde in dieser Arbeit auf das FE-Programm
MARC in der Version 7.3 zur










alt. Zwishen den in (4.42) enthaltenen
Gr





armeleitungsvorgang mageblihen Parametern sind fol-





dant zur Temperatur, so sind konsequenterweise die Porosit


















Um einen Vergleih zwishen der mishungstheoretishen Beshreibung nah (4.43)





ur solhe Randbedingungen 1. Art sowie homogene An-
fangsbedingungen kann die partielle Dierentialgleihung (4.43) mittels eines von
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ugung steht. Damit lassen sih die Anforderungen an die

ortlihe und zeitlihe Diskretisierung in Bezug auf das in 2.2 vorgestellte Anfangs-
Randwert-Problem, dessen L

osung in 6.4 diskutiert wird, untersuhen. Bevor in 6.3
und 6.4 die numerishe L

osung von (4.43) den Gegenstand der Betrahtung bildet,
soll im folgenden Abshnitt 6.2 der Einu der Verteilungsdihte nah (5.5) auf das
Modellverhalten gem

a (5.9), (5.47) und (5.83) n

aher beleuhtet werden. F

ur die Aus-
wertungen dieser Gleihungen wurde das Programm MATHEMATICA in der Version
3.02 verwendet.








usse von Mittelwert und Streuung einer Verteilungsdihte gem

a (5.5) auf





onnen, soll neben den Mekurven M64 undM87 eine geeignete Parametrisie-
rung hinzugezogen werden. Hierzu bietet sih die Dihtefunktion einer logarithmishen



































ur die Freiwerte einer GAUSS-





= ln r be-
zieht, also f

ur deren Erwartungswert bzw. f

ur deren Streuung . Zwishen diesen Gr

oen









































at sih die Verteilung nah (6.1)















































































































































Bild 6.1: Anpassung logarithmisher Normalverteilungsdihten an vershiedene Be-
reihe der Mekurve M64
Auh wenn ein Fitting der Parameter obiger Funktion (6.3) an die Mekurven M64
bzw. M87 nur innerhalb eines begrenzten Bereihes { etwa in der Umgebung des
Modalwertes { gelingt (s. Bild 6.1), repr

asentiert eine solhe Verteilungsdihte reht
gut die linkssteile Form jener Verl

aufe sowie deren modale Auspr

agung, und bietet sih
daher f

ur eine Untersuhung des Modellverhaltens in Abh

angigkeit der statistishen







oherer Ordnung { dazu w

are eine Verteilungsfunktion mit drei oder mehr
Freiwerten heranzuziehen { soll hier verzihtet werden.
Begrenzung der Verteilungsspektren
Unerfreuliherweise geben die in [31℄ verzeihneten Kurven niht die vollst

andige Brei-
te der Spektren wider, was weniger einer Nahl

assigkeit in der Darstellung als vielmehr
den Grenzen der Meempndlihkeit des verwendeten Verfahrens zuzushreiben ist:
Die Anfangs- und Endpunkte jener in Bild 5.2 widergegebenen Verl

aufe markieren






℄, innerhalb dessen eine p

-gesteuerte
Hg-Aufnahme registriert werden konnte. Zwar werden in [32℄ Messungen zur maxima-
len Porengr

oe vershiedener Papiere vorgestellt, diese aber beziehen sih auf stoi-
he Zusammensetzungen, welhe niht mit denjenigen der in [31℄ untersuhten Proben

ubereinstimmen. Mithin kommt eine

Ubertragung jener Ergebnisse auf die hier be-
trahteten Verteilungen nah [31℄ niht in Frage. Stattdessen soll von einer Festlegung
der Begrenzung ausgegangen werden, welhe im Hinblik auf einen Vergleih der niht
in vollst

andiger Breite bekannten Wahrsheinlihkeitsdihten zwekm

aig ersheint:
Die mittels (6.1) extrapolierte Mekurve !
ex
(r) { die f

ur r! 0 bzw. r!1 ma-
geblihen Exrapolationsfunktionen sind

uber ein Fitting im jeweiligen Grenzbereih















0,794 0,704 0,12 1,60
















zu ermitteln { repr








(r) dr = 1







als niht mageblih f

ur den Transport, also als Bestandteil der Matrix, so lassen sih
jene virtuellen Spektren auf einen einheitlihen Volumenanteil normieren, welher je-
weils einem bestimmten Bereih in der Umgebung des Modalwertes entspriht. Eine
solhe Festlegung ersheint hier insofern sinnvoll, als eine Korrelation zwishen Mahl-
grad und Verteilungsbreite besteht: Bei gr

oberen Faserstrukturen lassen sih deutlih
gr

oere Maximalradien verzeihnen als bei feinen Mahlungen [32℄. Ein Bezug auf die
durh den Mebereih gegebenen Grenzen r
Mess
min
 0,37 m bzw. r
Mess
max
 4,80 m be-
deutete also eine Untershlagung vershieden groer Anteile namentlih in den oberen
Bereihen der Spektren.
BeiM64 entsprehen die oben angegebenen Megrenzen einemWegfall von 1,1 Prozent






ahrend bei M87 jener obere Anteil wesentlih kleiner ist. Um extra-
polierte Bereihe weitestgehend auszuklammern, sollen hier die f

ur M64 berehneten




alt man mit diesen Anteilen von 1,1
















Anderungen der in 6.2.3 diskutierten Tendenzen hinaus, sondern
zeitigt jeweils gewisse in 6.2.2 er

orterte Eekte, welhe durh eine gr

oere Streuung
hervorgerufen werden. Nah der Festlegung der Grenzen ist eine erneute Normierung
gem

a (5.6) vorzunehmen, so da das Gesamtvolumen des Porenraumes von der Be-
shr

ankung des jeweiligen Spektrums unbetroen bleibt.
6.2.2 Ein

usse von Mittelwert und Streuung






berehneten Werte nah Tabelle 6.1. Dieser Parameterkom-
bination ( r
ref




= 0,704 m) wurden die in Tabelle 6.2 aufgelisteten




















































































= 1,304 0,029 5,904





origen Verteilungskurven sind in den Bil-
dern 6.2 a und 6.2 b dargestellt. Der numerishen Handhabbarkeit halber wurden
die inniten Spektren nah der in 6.2.1 beshriebenen Weise beshr

ankt: Die in Ta-
belle 6.2 verzeihneten Grenzen entsprehen dem Intervall [ 1% ; 99% ℄.
Die hier sowie in den folgenden Abshnitten dieses Kapitels vorgestellten Berehnun-
gen beziehen sih auf die Parameter  = 0,42 (vgl. 5.2 ), T = 2,45 (s. Seite 59),

wn









kieren in Bezug auf die Gr

oe des antreibenden Kapillardrukes eine obere Grenze:





reines Wasser bei 21
Æ
C [135℄ (entsprehende Werte g

angiger Feuhtmittel betragen
0,03 ::: 0,04 N/m [106℄), w

ahrend mit Æ = 0
Æ






























































































Bild 6.2: Dihtefunktionen der untersuhten Lognormalverteilungen







































































































usse der Verteilungsparameter r und
e











aufe sind in den Bildern 6.3 a
und 6.3 b einander gegen

ubergestellt: Da eine Vergr

oerung von r mit kleineren
Kapillardr

























angigkeit der nah (5.47) berehneten Permeabilit

at von den hier betrahte-
ten Verteilungsparametern l

at sih aus den Bildern 6.4 a und 6.4 b ablesen. Bei
konstanter Porosit

at bewirkt eine Vergr

oerung von r eine Verkleinerung der inne-
ren Ober



































































angigkeit der Verteilungsparameter r und
e
r





























































































usse der Verteilungsparameter r und
e









a Bild 6.4 b l

at
sih im Rahmen der in 5.4 angestellten Modellbetrahtungen folgendermaen deu-
ten: Laut (3.13) verh

alt sih der ein Kreisrohr infolge eines gegebenen Drukgra-
dienten passierende Volumenstrom Q
K
proportional zur zweiten Potenz der Quer-
shnitts

ahe. Damit wiegt eine bestimmte obere Abweihung von einem mittleren
Kapillarquershnitt  r
2




shwerer als eine ent-























at als im Falle gleiher Kapillaren.
Gem










{ diese wird im Rahmen desWyllie-Gardnershen Modells aus-
gehend von (5.79) berehnet { zu der absoluten Permeabilit






attigten Zustand mageblih ist. Eine bestimmte Variation der Verteilung wirkt
sih nun untershiedlih auf jene Permeabilit

aten aus, deren letztere den Porenraum



















℄ bezieht (vgl. hierzu (5.46) mit (5.58)). Besonders
deutlih

auert sih der Einu der Streuung auf die nah (5.83) berehnete relative
Permeabilit








nah Bild 6.5 b lassen sih folgendermaen erkl










ullte Anteil des Porenrau-




℄ des jeweiligen Spektrums entspriht, zu.
Mithin entsteht eine mit wahsender Streuung sih vergr

oernde Diskrepanz zwishen
eektiver und absoluter Permeabilit

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usse der Verteilungsparameter r und
e





usse der Verteilungsparameter auf das nah (4.44) berehnete D(S
w
)-Verhal-
ten werden durh die Bilder 6.6 a und 6.6 b dokumentiert. Da eine Variation von
e
r





den jeweils zwei Intervalle so fokussiert, da die Abweihungen, welhe sih zwishen
den Verl

aufen ergeben, in beiden Darstellungen deutlih hervortreten. Den Einu
des Mittelwertes betreend, so wirkt eine Vergr

oerung dieses Parameters aktivierend
auf das
"
Diusionsverhalten\, und zwar innerhalb des gesamten S

attigungsbereihes,
was im wesentlihen auf die K(r)-Funktion gem


















)-Kurven hingegen verlaufen erst im Bereih groer
S

attigungen oberhalb der Referenzkurve, w

ahrend in der unteren S

attigungszone eine
umgekehrte Tendenz zu beobahten ist. Die Ursahe f










uhren, welhe Mittelwert und Standardabwei-
6.2. Modellverhalten bei untershiedlihen Porengr

oenverteilungen 81






uben: Anders als der Mittelwert, dessen Vergr

oe-
rung einen { zumindest geringf

ugigen { Anstieg der relativen Permeabilit

at zeitigt
(vgl. Bild 6.5 a), wirkt der Streuungsparameter
e
r der Wihtung von K entgegen,
wobei dieser shw

ahende Einu im unteren S

attigungsbereih insofern am gr

oten



























(s. Bild 6.5 b). Mit zunehmender S

attigung verkleinern sih die Werte jener Quotien-








ur die Verteilungsdihten nah Corte








(s. Bild 5.2 sowie Tabelle 6.1)
in Bezug auf das Modellverhalten gem

a (5.9), (5.47) und (5.83) abzeihnen, lassen









uhren. Hierbei ist zu ber

uksihtigen, da der kleinere Mahlgrad mit einer
gr

oberen Faserstruktur einhergeht, und diese sowohl einen gr

oeren Mittelwert als
auh eine breitere Streuung der Radien bedingt (vgl. Tabelle 6.1).






aufe spiegeln die untershiedlihe Feinheit
















angige Wihtung der Permeabilit

at betrit (die Werte von K









sih der in 6.2.2 diskutierte shw

















































































































)-Verhalten Bild 6.10: Einseitig begrenztes Ge-









ergibt (s. Bild 6.9). Jener
streuungsbedingte Eekt bleibt zu klein, als da der Untershied zwishen den abso-
luten Permeabilit















osung der Transportgleihung bei Dirihlet-
Randbedingungen
Mit dem von Boltzmann [12℄ formulierten Ansatz

































Eine solhe Transformation kommt dann in Frage, wenn sih die Anfangs- und Rand-





uken lassen. Dies trit f

ur den im Bild 6.10 dargestellten Fall zu:
Die am oberen Ende des einseitig begrenzten Gebietes wirksame Randbedingung 1. Art
(DIRICHLET-Randbedingung) S
w








( y=0 ). Andererseits gilt: S
w










osung der Transportgleihung bei Dirihlet-Randbedingungen 83
F





at sih (6.5) unter Ber







































































osung obiger Dierentialgleihung 2. Ordnung ist es zwekm

aig, diese auf ein






































Mit (6.7) ist das urspr

unglihe Anfangs-Randwert-Problem auf ein Anfangswertpro-
blem f










ost werden kann. Hierzu m

























ahrend der erstgenannte durh die
Randbedingung vorgegeben ist, l

at sih letzterer nur iterativ ermitteln (vgl. hierzu








ist das numerishe Verfahren zur
Integration von (6.7) unter Variation jener Anfangsbedingung solange zu wiederholen,




























angleiht (s. Bild 6.11 a).
F

ur x = x















































Anders als (6.7) l

















osungen lassen sih nur
ausgehend von einer Zeit t
Start






die Erfassung des jeweiligen Ortes x






ubershritten worden ist. Mithin erweist es sih als zwekm

aig, das


























osung der Anfangswertaufgabe nah (6.7) be-



























ermitteln (s. Bild 6.11 b).




















































































































































































= 1,0 ; S
(x;0)
w
= 0,1 ; D = D
(M64)












































= 4,0 m mit































































































































































































Die nah dem Verfahren gem














(t) eignen sih als Referenz f

ur eine Untersuhung der Kon-
vergenz entsprehender FE-L

osungen. Da die besonderen Anforderungen an die Orts-







ahst deren harakteristisher Einu auf die L

osung von (4.43) n

aher betrah-
tet werden. Um die Auswirkung progressiv-nihtlinearen D(S
w
)-Verhaltens zu ver-















ubergestellt, welhe ausgehend von (6.7) bzw. (6.8) mit den im

















)-Verhaltens immer steilere S

attigungsfronten





oten, als dies f






)-Funktion der Fall ist. Das gleihe gilt in Bezug auf die zeitlihe
Diskretisierung (s. Bild 6.12 b). In diesen hohen Anforderungen an die Diskretisie-
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rung liegt die Besonderheit gegen






eigentlih physikalishen Sinne, welhe im allgemeinen kein so ausgepr

agt nihtlinea-




Das noh zu er

orternde Anfangs-Randwert-Problem unter den Bedingungen nah
Bild 2.2 a bzw. Bild 6.16 entzieht sih der L

osbarkeit nah (6.4). Ebensowenig exis-





te. Im Anfangsstadium dieses durh Randbedingungen 2. Art (NEUMANN-Randbedin-
gungen) beshriebenen Transportvorganges ist insofern eine besonders feine

ortlihe




































) j ergeben (vgl. Bild 6.18). Was die
Festlegung der Elementl





ur jenen kritishen Bereih
betrit, so hat sih eine Orientierung an dem Konvergenzverhalten unter den hier be-
trahteten Dirihlet-Randbedingungen bew

ahrt. Zur Untersuhung dieser Konver-
genz in der N

ahe des oberen Randes (x=0) wurde ein Gebiet der Ausdehnung d=1m
mit einer untershiedlihen Anzahl von Elementen jeweils gleiher L

ange vernetzt (s.
Tabelle 6.3). Hierbei wurde von den Randbedingungen S
w






( x=d ; t>0 ) = 0 { letztere bleibt insofern ohne Einu auf die FE-L

osung,
als die Frontspitze den unteren Rand (x=d) im betrahteten Zeitraum ( t=0:::80 ns )




Als eindimensionale Heat-Transfer-Elemente enth

alt MARC ein Zweiknotenelement
(Elementtyp 36 mit linearer Formfunktion) sowie ein Dreiknotenelement (Element-
typ 65 mit quadratisher Formfunktion). Da die Erh

ohung der Ansatzordnung bei
gleiher Anzahl von Elementen die Approximationsg

ute nur unwesentlih verbesserte,
wurde der erstgenannte Elementtyp mit linearem Ansatz verwendet und die weitere
Untersuhung auf die h-Konvergenz beshr

ankt.

















= 40ns bzw. x






ubergestellt. Was die Zeitshrittgr

oe be-
trit, so wurde eine Anpassung an die jeweilige Elementl

ange vorgenommen, und zwar
Modell Ortsdiskretisierung Zeitdiskretisierung
1 25 Elemente=m 250 Zeitshritte=s
2 50 Elemente=m 500 Zeitshritte=s
3 100 Elemente=m 1000 Zeitshritte=s
4 200 Elemente=m 2000 Zeitshritte=s
Tabelle 6.3:
FE-Modelle zur Untersuhung
der Konvergenz im Bereih
( x = 0:::1m ; t = 0:::80 ns )
f

ur die Anfangs- und Randbe-
dingungen nah Bild 6.10
6.3. L






















30 40 50 60 70
S
w







Bild 6.13: Approximation der Boltzmannshen L

osung nah (6.7) bzw. (6.8) durh




= 1 ; S
(x;0)
w
= 0 ; D = D
(M64)



























derart, da einerseits die Amplituden der numerishen Oszillationen an der Frontspit-
ze m

oglihst klein bleiben, andererseits die Anzahl der Iterationen pro Inkrement den
Wert 20 niht wesentlih

ubershreitet. Mithin zeihnet sih folgende Tendenz ab: Wird





oht sih die Anzahl der Iterationszyklen. Werden die Zeitshritte hingegen

uber
ein gewisses Ma hinaus verkleinert, so f

uhrt dies zu einem Anwahsen der obenge-





Tabelle 6.3 wurden unter Ber

uksihtigung beider Eekte aufeinander abgestimmt.
Gem

a Bild 6.13 konnte mit einer Anzahl von 200 Elementen { dies entspriht bei
der Gesamtausdehnung d = 1 m einer Elementl

ange von 5 nm { sowie der daran
angepaten Zeitunterteilung von 2000 Inkrementen pro s eine gute Approximation
im Bereih ( x=0:::1m ; t=0:::80 ns ) erzielt werden. Die

Ubertragung dieser Diskre-










hat sih insofern bew






wird und die Shwingungsamplituden an der Frontspitze relativ klein bleiben.
Unter den Bedingungen gem

a Bild 6.10 mit S
(0;t)
w
= 1 sowie S
(x;0)
w
= 0 ergibt sih
























































a (6.9) mit derWash-









angigkeit von der Zeit
Der Zeitverlauf jenes auf einen Quadratmillimeter bezogenen Volumens { die Auswer-




osung von (6.7) { sowie die
aus dem Washburn-Modell abgeleitete Funktion (3.28) sind im Bild 6.14 einander
gegen














in ihrer Gesamtheit ber

uksihtigt, kommt in der Washburnshen
Beshreibung (3.28) nur deren Mittelwert r
(M64)
= 2,44m zum Tragen. Dem letzt-







vor: Da eine parallele Anordnung gleiher Rohre nah Bild 5.3 vorausgesetzt wird,
benden sih die Menisken zu jedem Zeitpunkt t auf dem gleihem Niveau x
wn
(t) (s.










gungssprung ( 1! 0 ). Der mishungstheoretishe Ansatz beshreibt den Transport
insofern dierenzierter, als der Entstehung eines Kapillarsaumes (apillary fringe [7℄)
Rehnung getragen wird (vgl. Bild 6.15 a). Unter der Voraussetzung, da die Poren-
radien ein gewisses Spektrum abdeken, da der Transport vorrangig durh Kapillar-
kr

afte angetrieben wird, und da sih Str

omungspfade zwishen Poren vershiedener
Gr





ahst in kleine Kapillaren vor. Erst wenn die
feinen Poren an der Front gef





oere Kapillaren. Mit der Annahme, da die Poren niht gleihzeitig, sondern
naheinander { d.h. der Abfolge ihrer Gr

oe entsprehend { gef

ullt werden (vgl. 5.3
6.4. L





















Mishungstheoretishes Modell: Ausbildung eines Kapillarsaumes
Washburn-Modell: sharfe Frontlinie
ergibt sih ein stetiger r

aumliher sowie zeitliher S

attigungsverlauf. Ein solhes Ver-
halten l

at sih auh mit einem Modell durhgehend paralleler Rohre vershiedener
Radien auf der Grundlage von (3.27) niht simulieren: Hier n

amlih bewegt sih die
Fl





ubrigen System, d.h. groe und kleine
Poren f











afte, als sie bei demWashburn-Modell mit r
i
=r=onst
auftreten. Dieser den Gesamtstr

omungswiderstand betreende Untershied manifes-









osung der Transportgleihung bei Neumann-
Randbedingungen
Im Untershied zu den Bedingungen gem

a Bild 6.10 zeihnet sih das L

osungsver-
halten bei dem hier betrahteten Anfangs-Randwert-Problem nah Bild 6.16 durh
einen relativ shnellen Neigungsr


















































)0,(xw = t =0 0




= wS ( ),2
= wS ( ),1ε
ε
xF
( ), )0t =xF( )










vorgang nah Bild 2.2
Die Diskretisierungen nah Bild 6.17 tra-














ote Element- bzw. Zeitshrittdihte { die
Maximalwerte von 200 Elementen=m sowie
2000 Zeitshritten=s beziehen sih auf die in
6.3 er








wie der zeitlihen Diskretisierung korrespon-


































gezeigt, da das Ausma numerisher Oszilla-






den kann: Shnell abklingende Shwingungen



























































osung des Anfangs-Randwert-Problems nah
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Mit der Diskretisierung gem

a Bild 6.17 bleibt die Rehenzeit, trotz der sehr fei-





andige Simulation des instation

aren Transportvorganges nah Bild 2.2,
also f

ur die Zeitspanne ( 0 ; t
GGW
) { die das Erreihen des Gleihgewihtszustandes
S
w
( x ; t
GGW
) = onst 8 x 2 ( 0 ; d ) kennzeihnende Zeit t
GGW
liegt in der Gr

oen-
ordnung einiger Zehntelsekunden {, ergeben sih mit einer Silion-Graphis Indy





































aufe im fortgeshrittenen Stadium
R5000 bei einer Anzahl von insgesamt 425 Zweiknotenelementen des Typs 36 (426
Knoten mit je einem Freiwert) sowie bei etwa 280 Zeitshritten, je 10-20 Iterations-
zyklen umfassend, CPU-Zeiten von weniger als einer halben Stunde.





































{ also einer Feuhtwassermenge von etwa 2,1g=m
2
. Damit
wird von einer groz

ugigen Befeuhtung ausgegangen (vgl. Seite 8).





(x)-Kurven zweier Zeitpunkte im fortgeshrittenen Stadium
















= 0,794 m (vgl. Tabelle 6.1) beshreibt !
(M87)
lim
bereits eine im Rahmen
von Drukpapieren sehr grobe Struktur: Nah [31℄ liegen die mittleren Porendurh-
messer solher Papiere im Bereih d
p









er eines materiellen Punktes des Bedrukstoes im Drukspalt zu veranshlagen (s.
Seite 4) { nur etwa 20 bis 30 Prozent der Papierdike d = 100m erfat hat (vgl. Bild
6.19), so kann davon ausgegangen werden, da im Drukspalt noh keine wesentlihen
feuhtigkeitsbedingten

Anderungen des In-Plane-Deformationsverhaltens der Gesamt-












In der Osetdruktehnik kommt den Absorptionseigenshaften von Papier insofern
eine hohe Bedeutung zu, als ein shnelles Wegshlagen des neben der Drukfarbe

uber-




andige Farbannahme in mehrfar-
big drukenden Anlagen darstellt. Abgesehen davon bestimmt die Ausbreitungsge-
shwindigkeit des anfangs an der Papierober

ahe konzentrierten Feuhtwassers die
Zeitspanne, nah welher feuhtigkeitsbedingte

Anderungen der Deformationseigen-
shaften des Bedrukmaterials als Ganzes auftreten.
In dieser Arbeit wurde ein Modell zur Beshreibung des kapillaren Fl

ussigkeitstrans-
portes in Papier vorgeshlagen, welhes sih von den bisher verwendeten, aus der
Verfahrenstehnik entlehnten Ans

atzen darin untersheidet, da einerseits die Beran-
dungsgeometrie des Porenraumes niht explizit ber

uksihtigt, andererseits dem Ein-
u struktureller Heterogenit

aten auf das makroskopishe Transportverhalten Reh-
nung getragen wird, und zwar in Form makroskopisher KoeÆzienten bzw. konstitu-
tiver Beziehungen. Damit ist ein Ansatz aufgezeigt worden, der es erm

ogliht, die Di-
vergenz einer im Ober

ahenbereih konzentrierten Feuhtwassermenge zu simulieren.
Dies kann mit Modellen, welhe von einer Einheitsverteilung der Porengr

oe ausgehen,
shon deshalb niht gelingen, da solhe einen instabilen Anfangszustand, wie er un-







amlih erst durh eine gewisse Streuung der Porengr

oe in-
sofern bedingt, als die in konzentrierter Form vorliegende Fl

ussigkeit eine Verteilung



















assigbar ist, keine Potentialun-
tershiede auftreten, d.h., es wird bei jeder beliebigen Fluidverteilung ein indierentes
Gleihgewiht vorliegen, so da keine Bewegung zustande kommt.
94 KAPITEL 7. Zusammenfassung
Ein wesentlihes Merkmal des in dieser Arbeit verwendeten mishungstheoretish be-
gr

undeten Ansatzes besteht in der Einf

uhrung von Volumenanteilen f

ur die Konsti-














ussigkeitstransport sowie hinsihtlih der Annahmen, welhe die konsti-
tutiven Beziehungen betreen, wurde auf denMuskatshen Ansatz [94℄ zur

ukgegrif-





assigbarkeit des Shwerkrafteinusses sowie der Annahme einer wider-
standsfreien Verdr

angung der im Porenraum enthaltenen Luft ergeben sih gegen

uber
einem allgemeinen Zweiphasentransportproblem wesentlihe Vereinfahungen in der
mathematishen Beshreibung: Die von der Luftstr






undet in eine Transportgleihung vom Typ einer nihtlinearen







ur das Anfangs-Randwert-Problem, wie es den oben-











Was die Bestimmung der TransportkoeÆzienten und konstitutiven Beziehungen be-
trit, so konnte diese Aufgabe im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur approximativ
angegangen werden: Auf der Grundlage an Papieren vershiedener Mahlung ermittel-
ter Porengr

oenverteilungsdihten wurden, ausgehend von Betrahtungen an Kapil-
larmodellen, Absh

atzungen vorgenommen. Wenngleih solhe einfahen Porenraum-
modelle den wahren geometrishen Verh

altnissen einer komplexen Faserstruktur wie
Papier kaum gereht werden und auh niht in dieser Hinsiht konzipiert sind, so
erlauben sie doh { interpretiert man die Parameter jener Modelle weniger im geome-
trishen Sinne als vielmehr gem

a ihrer physikalish begr

undeten, d.h. der Methode
ihrer Identikation entsprehenden, Bewandtnis { gewisse Shl

usse auf die makros-
kopishen Transporteigenshaften der Struktur. So stellen die Radien obengenannter
Verteilungsdihten, wie sie Corte [31℄

uber ein queksilberporosimetrishes Verfah-
ren identiziert, sowie der Carmanshe Kr

ummungsfaktor keine geometrishen En-
tit















diums wider. Diese Eigenshaften aber sind durhaus signikant f

ur den Einu der
Porenraumstrukur auf das zu beshreibende Transportverhalten. Vor diesem Hinter-




)-Modell zu sehen, welhes auf eine M

oglih-




)-Beziehung verweist, und zwar unter Verziht auf












oen { werden Symbole kalligraphishen Shrifttyps ver-










































































































































































Tensor der eektiven Permeabilit





Tensor der eektiven Permeabilit
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-Volumen innerhalb von V
V
p
















A Quershnitt von V (normal zur x-Rihtung)
(A)
j
























































































































Mehrphasensystem ( = 1; : : : ; n )
P































































eingenommenes Partialgebiet innerhalb von V
V
p




















f Volumenkraft pro Masseneinheit































ahe A bezogene Masse des Papiers
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Anzahl der Elemente K
i










uber einen Kreisrohrmeniskus gemittelter Kapillardruk
p
n





mikroskopisher bzw. makroskopisher P
w
-Druk


































r Mittelwert von r
e


















































































































mittlere Geshwindigkeit in einer gekr

ummten Kapillare mit der Axial-
koordinate 
x Raumpunkt
x Out-Of-Plane-Ortskoordinate (Rihtung der makroskopishen Str

omung)
bzw. Axialkomponente zylindrisher Koordinaten gem

a Bild 3.1 a
x
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 Ortskoordinate eines Str








































eektive Dihte der Fasersubstanz

w
eektive Dihte von P
w
% Radialkomponente zylindrisher Koordinaten gem











































' Umfangskomponente zylindrisher Koordinaten gem

a Bild 3.1 a




!(r) auf den Volumenanteil an V
p











(r) logarithmishe Normalverteilungsdihte von r
Sonstige Symbole und spezielle Indizes
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